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第一章 语言、模型和公理

一阶算术的模型是一种类似 (N; 0, 1,+,×, <) 的数学结构. 通常我们期
望这些数学结构满足一阶皮亚诺算术公理 (简称 PA) 或其片段.

1.1 语言

设 L 是一阶语言, M = (M, I) 是 L-模型. 通常将 L 中常元符号 c、关

系符号 R、函数符号 F 在M 中的解释记为 cM, RM 和 FM. 这时可将M
记为类似以下的形式

(M ; cM0 , cM1 , . . . , RM
0 , RM

1 , . . . , FM
0 , FM

1 , . . .).

有时还将论域 M 等同于模型M, 并将 cM, RM 和 FM 分别记为 cM , RM

和 FM .
当讨论以上 L-模型 M 时, 若 A ⊆ M , 可将 A 中的元素作为新常元符

号, 如此所得的语言记为 L(A).
首先令 LA 记刚好有以下非逻辑符号的一阶语言:

• 两个常元符号 0, 1;

• 两个二元函数符号 +,×;

• 一个二元关系符号 <.

除了通常一阶逻辑的公式构成规则, 我们引入两条新的规则:

• 若 φ 是公式, (∃x < yφ) 和 (∀x < yφ) 也是公式.

可将 ∃x < y 和 ∀x < y 看作新量词, 称为 有界量词 (bounded quantifiers).
通常人们将一个一阶语言等同于其公式的集合, 故 φ ∈ LA 表示 φ 是

LA-公式. 因此一个 LA-模型是一个 6-元组 (M ; 0M , 1M ,+M ,×M , <M ), 其
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2 第一章 语言、模型和公理

中 0M ,1M ,+M ,×M ,<M 分别是 0,1,+,×,< 的解释. 通常简单地将以上模型
记为 M , 并且省略上标 M . 有时候也记 0, 1,+,×, < 分别为 0, 1,+,×, <. 在
具体的使用中, 读者应该不难分辨 0, 1,+,×, <是 LA 中的符号还是某个 (哪
个) 模型中的解释.

以下 “项”、“公式” 通常指 LA-项、LA-公式, “模型” 通常指 LA-模型,
“一阶理论” 通常指 LA-(闭) 公式的集合.

项在模型中的解释与通常一致, 公式的解释也与通常一致, 只有两类
例外: (∃x < yφ) 和 (∀x < yφ), 它们的语义分别与 (∃x(x < y ∧ φ)) 和

(∀x(x < y → φ)) 相同.
另外, 若 x⃗ = (x0, . . . , xk), 用 ∃x⃗ < yφ 和 ∀x⃗ < yφ 分别记以下公式

∃x⃗

(
k∧
i=0

xi < y ∧ φ

)
, ∀x⃗

(
k∧
i=0

xi < y → φ

)
.

当一个公式记为 φ(x0, . . . , xn−1) 时, 其自由变元不超出 x0, . . . , xn−1,
这时又可记之为 φ(x⃗); 有时需要将一个公式的自由变元分组, 这时可记之为
φ(x⃗, y⃗) 等. 若有公式 φ(x⃗, y⃗) 和模型 M , 当我们记 M |= φ(⃗a, b⃗) 时, 总是预
设 |x⃗| = |⃗a| (即它们的长度相等), |y⃗| = |⃗b|. 在以上情况下, 用 φ(M, b⃗) 记以

下可定义集合

{a⃗ ∈M |x⃗| :M |= φ(⃗a, b⃗)}.

在一阶算术的研究中, 常常用 算术分层 (arithmetic hierarchy) 区分公
式的复杂性.
没有量词的公式称为 开公式, 所有开公式构成的集合记为 Open.
Σ0-公式递归定义如下:

(1) 开公式是 Σ0-公式;

(2) 若 φ 是 Σ0-公式, 则 ∃x⃗ < yφ 和 ∀x⃗ < yφ 都是 Σ0-公式.

Π0-公式就是 Σ0-公式.
当 n > 0 时, 递归定义 Σn-公式如下

(1) Σn−1- 和 Πn−1-公式都是 Σn-公式;

(2) 若 φ 是 Σn-公式, 则 ∃xφ 也是.

同时递归定义 Πn-公式如下
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(1) Σn−1- 和 Πn−1-公式都是 Πn-公式;

(2) 若 φ 是 Πn-公式, 则 ∀xφ 也是.

若 φ 逻辑等价于 Σn- 或 Πn-公式 ψ, 即

` φ↔ ψ,

我们也称 φ 为 Σn- 或 Πn-公式.
运用一阶逻辑的知识可知, 每一个 LA-公式都在某个 Σn (Πn) 中, 即

LA =
∪
n∈N

Σn =
∪
n∈N

Πn;

且

Σn ∪Πn ⊆ Σn+1 ∩Πn+1.

公式的 算术层次或 算术分层 (arithmetic hierarchy) 是指 Σn,Πn 构成的分

层.
设 Γ 是一阶理论. 对公式 φ(x⃗), 若存在 Σn- (Πn-) 公式 ψ, 使得

Γ ` ∀x⃗(φ↔ ψ),

则我们称 φ 是 Σn(Γ)- (Πn(Γ)-) 公式.
我们用 Σn (Πn) 记 Σn- (Πn-) 公式的集合, Σn(Γ) (Πn(Γ)) 记 Σn(Γ)-

(Πn(Γ)-) 公式的集合, ∆n(Γ) = Σn(Γ) ∩Πn(Γ).
设 M 是一个模型, n ∈ N. M 上一个可以用 Σn- (Π-) 公式 (和 M 中的

元素作为参数) 定义的集合称为 Σn- (Πn-) 集合或 Σn(M)- (Πn(M)-) 集合
(当需要强调所在的模型时); 一个既是 Σn(M)-集合又是 Πn(M)-集合的可定
义集合称为 ∆n(M)-集合或 ∆n-集合. 类似地, 可以引入 Σn(M)- (Πn(M)-,
∆n-) 函数的概念.
为了谈论可定义函数, 我们需要以下记号: 若 φ ∈ LA, 用 ∃!xφ 记以下

公式

∃x
(
φ ∧ ∀y(φ(x/y) → y = x)

)
,

其中 φ(x/y) 是用 y 代入 φ 中所有 x 的自由出现所得的公式. 可将 ∃!x 看
作又一个新量词.
以后将把 φ(x1/t1, . . . , xn/tn) 简写为 φ(t1, . . . , tn), 这时总是预设 ti 可

自由代入 φ 中的 xi.
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1.2 公理系统

一阶皮亚诺算术公理系统可以分为两部分. 第一部分 (记为 PA−) 由以
下公式的全称概括组成:

(1) 0 + x = x;

(2) x+ (y + z) = (x+ y) + z;

(3) x+ y = y + z;

(4) 0× x = 0;

(5) 1× x = x;

(6) x× (y × z) = (x× y)× z;

(7) x× y = y × x;

(8) x× (y + z) = (x× y) + (x× z);

(9) x < y ∨ x = y → ¬(y < x);

(10) x = y ∨ x < y ∨ x > y;

(11) x < y ∧ y < z → x < z;

(12) ¬(x < 0);

(13) x < y → x+ 1 = y ∨ x+ 1 < y;

(14) x < y → ∃z(x+ z = y);

(15) x < y → x+ z < y + z;

(16) x < y → x× z = y × z ∨ x× z < y × z.

注意 PA− 只由有穷多条公理构成. 以后我们将称 PA− 的模型为 一阶算术

的模型或简称模型. 显然 N 是 PA− 的模型, 称为 算术的标准模型或简称标
准模型. 我们将任何与 N 同构的模型等同于 N, 并称不同构于 N 的一阶算
术模型为 算术的非标准模型或简称非标准模型. 我们将沿用很多初等数学
的习惯, 比如:
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• 用 xy 记 x× y,

• 用 x+ yz 记 x+ (y × z),

• 用 x ≤ y, x > y, x ≥ y, x 6< y 分别记 x < y ∨ x = y, y < x,
x = y ∨ y < x, ¬(x < y),

• 若 M |= PA−, a 和 b 是 M 的元素, 记

[a, b]M = {c ∈M : a ≤ c ≤ b}, (a, b)M = {c ∈M : a < c < b}, . . .

有时还会省略上标 M , 比如将 [a, b]M 记为 [a, b];

• ...

我们还不时采用公理集合论的习惯, 将 [0, a)M 记为 a.
设 M |= PA−. 定义 M 上的减法如下

a−̇b =

0 a < b

c a = b+ c.

当 a ≥ b 时, 也将 a−̇b 写作 a− b.

命题 1.2.1. 存在 LA-公式 φ(x, y, z), 使得对任意 M |= PA− 和 a, b, c ∈M ,

a−̇b = c 当且仅当 M |= φ(a, b, c).

证明. 习题.

对每个大于 0 的自然数 n, 我们递归地定义

n+ 1 = n + 1,

并称 n 为 (n 对应的) 数项 (numeral).

命题 1.2.2. 任给 PA− 的模型 M , 定义

f : N →M, f(n) = nM ,

其中 nM 是 nM 在 M 中的取值. 则 f 是一个嵌入. 因此 N 可视作任意
PA− 模型的子模型.
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证明. 习题.

除了 PA−, 一阶皮亚诺算术公理系统还包含无穷多条公理. 对任意 LA-
公式 φ(x, y⃗), Iφ 是以下闭公式

∀y⃗
(
φ(0, y⃗) ∧ ∀x(φ(x, y⃗) → φ(x+ 1, y⃗)) → ∀xφ(x, y⃗)

)
.

我们看看 Iφ “说什么”. 设 M 是一个模型, M 的一个子集 X 称为一个 归纳

集 (inductive set), 当且仅当

(1) 0 ∈ X;

(2) 任意 a ∈M , 若 a ∈ X 则 a+ 1 ∈ X.

若 M |= Iφ 且 φ(M, b⃗) 是归纳集, 则 φ(M, b⃗) = M . 因此 Iφ “说”: φ 定义
的集合适用数学归纳法.
若 Γ 是一个公式集合, 则令

IΓ = PA− ∪{Iφ : φ ∈ Γ}.

当谈论一阶理论时, 人们常用 + 代替 ∪, 比如将以上一阶理论写作

PA− + {Iφ : φ ∈ Γ}.

一阶皮亚诺算术公理系统 (PA) 是以下一阶理论

PA− + {Iφ : φ ∈ LA} = PA− +
∪
n∈N

IΣn.

注意 PA− 仅由有穷多条公理, 但 PA 有无穷多条公理. 后面我们将证
明 PA 不可有穷公理化, 即不存在有穷一阶理论 Γ, 使得 PA ` Γ 且 Γ ` PA.

定理 1.2.3 (Cantor). 令 φ(x, y, z) 为以下原子公式

2z = (x+ y)(x+ y + 1) + 2y.

则 IΣ0 证明

(1) φ 定义一个二元函数, 用 z = 〈x, y〉 记 φ(x, y, z);

(2) 〈·, ·〉 是双射;
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(3) ∀x, y, z(z = 〈x, y〉 → x ≤ z ∧ y ≤ z).

再设 ψ0(z, x), ψ1(z, y) 分别为以下 Σ0-公式

∃y ≤ zφ(x, y, z), ∃x ≤ zφ(x, y, z),

则 IΣ0 证明: ψ0, ψ1 分别定义了两个函数,记为 π0, π1,且 z = 〈π0(z), π1(z)〉,
即

IΣ0 ` ∀x, y, z(ψ0(z, x) ∧ ψ1(z, y) ↔ φ(x, y, z)).

证明. 习题.

我们可以推广 〈·, ·〉, 当 2 < n ∈ N 时, 记 z = 〈x0, 〈x1, . . . , xn−1〉〉 为

z = 〈x0, x1, . . . , xn−1〉.

由以上定理可得到以下简单但带来很多便利的推论.

推论 1.2.4. 设 0 < n ∈ N.

(1) 任意 φ0(x⃗) ∈ Σn 和 φ1(x⃗) ∈ Πn, 有 ψ0, ψ1 ∈ Σ0 使得

IΣ0 ` φ0(x⃗) ↔ ∃y0 · · ·Qn−1yn−1ψ0(x⃗, y⃗),

IΣ0 ` φ1(x⃗) ↔ ∀y0 · · ·Q′
n−1yn−1ψ1(x⃗, y⃗),

其中, 当 n 是奇数时, Qn−1 = ∃, Q′
n−1 = ∀; 当 n 是偶数时, Qn−1 = ∀,

Q′
n−1 = ∃.

(2) 任意 φ(x, y, z⃗) ∈ Σn (Πn), 有 ψ(w, z⃗) ∈ Σn (Πn) 使得

IΣ0 ` ∀z⃗, x, y, w(w = 〈x, y〉 ∧ φ↔ ψ).

设 M |= IΣ0. 根据推论 1.2.4, 当我们谈论 Σn(M)-公式 φ 时, 可以
设 φ 只有不多于 n 个无界量词, 且每个无界量词仅约束一个变元; 同时, 我
们可以假设 M 上所有可定义集合都形如 φ(M,a) (a ∈ M), 而不需要讨论
φ(M,a, b) 等情况.

证明. 习题.
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PA 有一种非常有用的变形. 对任意 φ(x, y⃗) ∈ LA, 令 Lφ 记以下闭公式

∀y⃗
(
∃xφ(x, y⃗) → ∃x

(
φ(x, y⃗) ∧ ∀z(z < x→ ¬φ(z, y⃗))

))
.

若 M |= Lφ, φ(M, b⃗) 是非空集合, 则 φ(M, b⃗) 有最小元素. 因此 Lφ 即: 用
公式 φ 定义的集合适用最小数原理. 当 Γ ⊆ LA 时,

LΓ = PA− + {Lφ : φ ∈ Γ}.

我们还需要 PA 的另一种分层. 对任意 φ(x, y, z⃗) ∈ LA, 令 Bφ 记以下

闭公式

∀z⃗∀u
(
∀x < u∃yφ(x, y, z⃗) → ∃v∀x < u∃y < vφ(x, y, z⃗)

)
.

设 M |= Bφ, φ 如上, c⃗ ∈ M |z⃗|. φ(M, c⃗) 可 “大致” 看作一个可定义函数, 暂
记为 Fφ. 若 [0, a] ⊆ domFφ, 则由 M |= Bφ 可知 Fφ([0, a]) = {Fφ(b) : b ∈
[0, a]} (在 M 中) 有 (上) 界. 当 Γ ⊆ LA 时,

BΓ = IΣ0 + {Bφ : φ ∈ Γ}.

请注意 BΓ 与 IΓ 定义方式的微妙区别.

命题 1.2.5. 设 0 < n ∈ N.

(1) BΣn+1 等价于 BΠn.

(2) 若 φ 是 Σn-公式, 则 ∃x < yφ, ∀x < yφ 也是 Σn(BΣn)-公式.

(3) 若 φ 是 Πn-公式, 则 ∃x < yφ, ∀x < yφ 也是 Πn(BΣn)-公式.

证明. 习题.

定理 1.2.6 (Parsons). 设 n ∈ N. IΣn+1 ` BΣn+1.

证明. 设 M |= IΣn+1. 对 k < n+ 1 用归纳法证明 M |= BΣk+1.
以下设 k = 0 (基础步) 或 k > 0 且 M |= BΣk (归纳假设). 设

φ(x, y, z) ∈ Πk, a ∈M , p ∈M 且

M |= ∀x < a∃yφ(x, y, p). (1.2.1)
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令

X = {c ≤ a :M |= ∃w∀x < c∃y < wφ(x, y, p)}.

若 k = 0, 则由定义知 X ∈ Σk+1(M); 若 k > 0, 则由归纳假设 M |= BΣk 及

命题 1.2.5 知, X ∈ Σk+1(M). 易见 0 ∈ X. 设 a > c ∈ X, 则有 b 使得

M |= ∀x < c∃y < bφ(x, y, p).

由 c < a 及 (1.2.1) 知, 有 d ∈M 使得

M |= φ(c, d, p).

令 e = max{b, d}, 则

M |= ∀x < c+ 1∃y < eφ(x, y, p).

故 c+ 1 ∈ X. 由 M |= IΣn+1 知, X = [0, a]. 因此

M |= ∃w∀x < a∃y < wφ(x, y, p).

这就证明 M |= BΠk, 结合命题 1.2.5 知 M |= BΣk+1.
由归纳法知 M |= BΣn+1.

定理 1.2.7 (Paris and Kirby, [9]). 设 n ∈ N, 则以下一阶理论相互等价

IΣn, IΠn, LΣn, LΠn.

证明. (IΣn ` IΠn) 设 M |= IΣn, X 是 M 的 Πn-归纳子集. 假设 X 6= M ,
则有 a ∈M −X. 令

Y = {b ∈M : a−̇b 6∈ X}.

则 Y 是 M 的 Σn-子集. 由 a 6∈ X 知, 0 ∈ Y . 任取 b ∈ Y , 则 a−̇b 6∈ X; 由
0 ∈ X 知, a−̇b > 0, 故 a−̇(b+1)+1 = a−̇b; 由 X 的性质知, a−̇(b+1) 6∈ X,
故 b+ 1 ∈ Y . 由 M |= IΣn 知, Y =M , 但由 0 ∈ X 知 a 6∈ Y .

(IΠn ` LΣn) 设 M |= IΣn, X 是 M 的非空 Σn-子集. 假设 X 没有最

小元素. 令
Y = {a ∈M : 任意b ∈ X, b > a}.

则 Y 是 M 的 Πn-子集. 由 0 = minX 知 0 ∈ Y . 若 a ∈ Y 但 a+1 6∈ Y , 则
a+ 1 = minX, 与假设矛盾. 由 M |= IΠn 知, Y =M , 这与 X 6= ∅ 矛盾.
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(LΣn ` IΣn) 设 M |= LΣn, X 是 M 的 Σn-归纳子集. 假设 X 6= M ,
则有 a ∈M −X. 令

Y = {d ∈M : 存在b ∈ X, b ≤ a, b+ d = a}.

则 Y ∈ Σn(M). 由 0 ∈ X 知, a ∈ Y , 故 Y 6= ∅. 由 M |= LΣn 知, Y 有最小
元素, 记之为 c. 由 a 6∈ X 知, 存在 b ∈ X, b < a = b + c = a, 故 c > 0. 由
X 的性质知 b+ 1 ∈ X, 故 c−̇1 ∈ Y , 与 c = minY 矛盾.

(IΣn ` LΠn) 设 M |= IΣn, X 是 M 的非空 Πn-子集, 故有 Πn-公式
φ(x, y) 及来自 M 的 b 使得 X = φ(M, b) 假设 X 没有最小元素. 令

Y = {a ∈M :M |= ∀x < a¬φ(x, b)}.

由 LΣn ` IΣn ` BΣn 及命题 1.2.5 知, Y ∈ Σn(M). 由定义知, 0 ∈ Y . 设
a ∈ Y , 则 [0, a) ∩X = ∅; 结合 X 没有最小元素知, a 6∈ X; 故 a+ 1 ∈ Y . 由
M |= IΣn 知, Y =M , 从而 X = ∅, 与前提矛盾.

(LΠn ` IΣn) 设 M |= LΠn, X 是 M 的 Σn-归纳子集. 假设 X 6= M .
令 Y = M −X, 则 ∅ 6= Y ∈ Πn(M). 由 M |= LΠn 知, Y 有最小元素, 设
为 b. 由 0 ∈ X 知, b > 0; 由 b = minY 知, b−̇1 ∈ X; 但由 X 的性质知

b = b−̇1 + 1 ∈ X, 与 b ∈ Y 矛盾.

定理 1.2.8 (Paris and Kirby, [9]). 设 n ∈ N. BΣn+1 ` IΣn.

证明. 设 M |= BΣn+1, 以下对 k ≤ n 用归纳法证明 M |= IΣk.
当 k = 0 时, 已知 M |= IΣ0.
设 0 < k ≤ n, M |= IΣk−1, M 的 Σk(M)-子集 X 是一个归纳集. 设

ψ(x, y⃗, z⃗) ∈ Πk−1, φ(x, y⃗) = ∃z⃗ψ 且 X = φ(M, b⃗). 假设 X 6= M , 则存在
a ∈M −X. 则

M |= ∀x < a+ 1∃z⃗
(
ψ(x, b⃗, z⃗) ∨ ¬φ(x, b⃗)

)
.

注意 ψ ∨ ¬φ ∈ Σk+1 ⊆ Σn+1. 由 M |= BΣn+1 知, 存在 c ∈M , 使得

M |= ∀x < a+ 1∃z⃗ < c
(
ψ(x, b⃗, z⃗) ∨ ¬φ(x, b⃗)

)
.

则

X ∩ [0, a] = {i < a+ 1 :M |= ∃z⃗ < c ψ(i, b⃗, z⃗)}.

故 X ∩ [0, a] ∈ Πk−1(M), M − (X ∩ [0, a]) 是非空 Σk−1(M)-集合. 由 M |=
IΣk−1 及定理 1.2.7 知, d = minM − (X ∩ [0, a]) 存在. 由 0 ∈ X 及 a 6∈ X
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知, 0 < d ≤ a, 从而 d > d−̇1 ∈ X. 但由 X 是归纳集知 d = (d−̇1) + 1 ∈ X,
矛盾.

推论 1.2.9. PA 等价于
∪
n∈NBΣn.

从哥德尔不完全性定理的证明中, 我们知道 PA 可以借助可定义函数
“谈论” 有穷集合、有穷序列. 最早的用于此目的的函数是哥德尔构造的 β-
函数, 其构造及其性质 (以下定理) 的证明可以在很多文献中找到, 比如: [14,
§9.1] 和 [5, §5.2].

定理 1.2.10 (哥德尔的 β-函数). 存在 φβ(x, y, z) ∈ Σ0, 使得

(1) IΣ1 可证明 φβ 定义一个二元函数, 即

IΣ1 ` ∀x, y∃!zφβ(x, y, z).

下面将用 β(x, y) = z 记 φβ(x, y, z).

(2) IΣ1 可证明

∀x∃yβ(y, 0) = x, ∀x, y, z∃x′
((

∀i < y(β(x, i) = β(x′, i))
)
∧β(x′, y) = z

)
.

(3) 设 0 < n ∈ N, IΣ1 可证明

∀x0, . . . , xn−1∃y
∧
i<n

β(y, i) = xi.

定理 1.2.11 (递归定理). 设 0 < n ∈ N. 任意 Σn-公式 φ(w⃗, z)和 ψ(w⃗, x, y, z),
都对应 Σn-公式 θ(w⃗, x, z) 使得 IΣn 可证明: 若 φ, ψ 分别定义了两个函数
(记为 G,H), 则 θ 定义一个函数 F 使得

∀w⃗
(
F (w⃗, 0) = G(w⃗) ∧ ∀xF (w⃗, x+ 1) = H(w⃗, x, F (w⃗, x))

)
;

换言之, IΣn 证明以下公式的全称概括

∃!zφ(w⃗, z) ∧ ∀x, y∃!zψ(w⃗, x, y, z) →(
∀x∃!zθ(w⃗, x, z) ∧ ∀z(θ(w⃗, 0, z) → φ(w⃗, z))∧

∀x, z
(
θ(w⃗, x+ 1, z) → ∃z′(θ(w⃗, x, z′) ∧ ψ(w⃗, x, z′, z))

))
.

证明. 用 β-函数.
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1.3 模型

现在我们看看 PA 的模型大致是什么模样.
若 (P ;<P ) 和 (Q;<Q) 是两个线序, 定义

P +Q = {(0, p) : p ∈ P} ∪ {(1, q) : q ∈ Q},

及 P +Q 上的二元关系

(i, a) <P+Q (j, b) 当且仅当 i < j,

或i = j = 0 且a <P b, 或i = j = 1 且a <Q b.

容易验证 (P +Q;<P+Q) 也是线序; 同构于 (P +Q;<P+Q) 的线序都可记为

P +Q.
再定义笛卡尔积集 P ×Q 上的二元关系

(a, b) <P×Q (c, d) 当且仅当 b <Q d, 或b = d 且a <P c.

容易验证 (P ×Q;<P×Q) 也是线序; 同构于 (P ×Q;<P×Q) 的线序都可记为

P ×Q.
我们也用 N,Z,Q,R记它们上的线序结构. 一个线序 (L;<L)是稠密的,

当且仅当对任意 a <L b 都有 c 使得 a <L c <L b. (L;<L) 是 无端点的, 当
且仅当不存在 <L-最小、最大元素. 以上 Z 是无端点的线序, Q,R 都是无端
点的稠密线序, Q+ R 也是无端点的稠密线序.

命题 1.3.1. 若 M |= PA, 则存在一个无端点的稠密线序 L 使得 (M ;<) ∼=
N+ Z× L.

证明. “定义” M 上的二元关系如下

a ∼Z b 当且仅当 a ≤ b 且b−̇a ∈ N, 或a ≥ b 且a−̇b ∈ N.

容易验证 ∼Z 是等价关系.
用 [a]Z 记 a 在此等价关系下代表的等价类, 则 < 在 [a]Z 上的限制同构

于 N 或 Z.
“定义” M/ ∼Z 上的二元关系如下

[a]Z ≺ [b]Z 当且仅当 a < b 且a 6∼Z b.

容易验证 ≺ 是 M/ ∼Z 上的线序, 且 ≺ 在 M/ ∼Z −{[0]Z} 上的限制是一个
无端点的稠密线序, 记为 L.
则 (M ;<) ∼= N+ Z× L.
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注意以上证明中的两个 “定义” 发生在元语言中.

定义 1.3.2. 设 M 是一个 LA-模型. M 的一个子集 I 是 M 的一个 前截

(cut), 当且仅当 I 满足以下条件

(1) I 是一个归纳集;

(2) 若 b ∈ I 且 a < b 则 a ∈ I.

不等于整个论域的前截称为 真前截 (proper cut).
可加前截是对加法封闭的前截, 可乘前截是对乘法封闭的前截.
有时称 M − I 为 M 的 末截 (cocut).

定理 1.3.3. 设 1 < n ∈ N, M |= IΣ1. 则以下等价

(1) M |= IΣn;

(2) M 没有 Σn- 或 Πn-真前截.

证明. (1) ⇒ (2). 若 I 是 M 的 Σn-真前截, 则 M − I ∈ Πn(M) 且没有最小

元素, 故 M 6|= LΠn.
(2) ⇒ (1). 对 n > 0 用归纳法证明: 若 M 6|= IΣn, 则 M 有 Σn-真前截.
当 n = 1 时, 定理的条件保证 M |= IΣ1, 故不需要证明什么.
设 n > 1, M |= IΣ1 但 M 6|= IΣn 且 (2) 对 n− 1 成立.
若 M 6|= IΣn−1, 则 n − 1 > 1. 这时由归纳假设知 M 有 Σn−1-真前截,

当然它也是 Σn-真前截. 以下假设 M |= IΣn−1, 分两种情况讨论.
(a) M 6|= BΣn. 故有 φ(x, y) ∈ Πn−1 及 a ∈M 使得

M |= (∀x < a∃yφ) ∧ (¬∃w∀x < a∃y < wφ).

令

I = {b < a :M |= ∃w∀x < b∃y < wφ}.

由命题 1.2.5 知, I ∈ Σn(M). 不难证明 I 是 M 的真前截.
(b) M |= BΣn. 由 M 6|= IΣn 知, 存在 φ(x, y⃗) ∈ Σn 和 b⃗ ∈ M |y⃗|, 使得

0 ∈ φ(M, b⃗), 且任意 a ∈ φ(M, b⃗) 都有 a+ 1 ∈ φ(M, b⃗), 但 φ(M, b⃗) 6=M . 令

I = {a ∈M : [0, a] ⊆ φ(M)}.

由 M |= BΣn 及命题 1.2.5 知 I ∈ Σn(M). 由 φ(M) 的性质知, I M 的一个
真前截.
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由数学归纳法知, 若 n > 1 且 M 6|= IΣn, 则 M 有 Σn-真前截. 这时, 设
I 是 M 的 Σn-真前截且 I < a. 则以下定义了一个 Πn-真前截

J = {a−̇b : I < b ≤ a}.

定理 1.3.4 (溅出与渗入). 设 0 < n ∈ N, M |= IΣn, I 是 M 的真前截, X
是 M 的 Σn-子集.

(1) 存在 a ∈ I 使得 [a,∞) ∩ I ⊆ X, 当且仅当存在 b ∈ M − I 使得

[0, b] ∩ (M − I) ⊆ X.

(2) X ∩ I 在 I 中无上界, 当且仅当 X ∩ (M − I) 在 M − I 中无下界.

以上定理的两个结论中, 从左到右称为 溅出 (overspill), 反之称为 渗入
(underspill).

证明. (1) 设 a ∈ I 且 [a,∞) ∩ I ⊆ X. 取 c ∈M − I. 令

Y = {d ∈M : d < c, [a, d] ⊆ X}.

由 M |= IΣn 知, Y ∈ Σn(M); 再用一次 IΣn 知, b = maxY 存在. 由 a 的

性质知, b ∈M − I; 由 b 的定义知, [0, b] ∩ (M − I) ⊆ X.
类似可证明渗入的方向.
(2) 设 X ∩ I 在 I 中无上界, 即任意 a ∈ I 都有 b 使得 a < b ∈ X ∩ I.

假设 X ∩ (M − I) 在 M − I 中有下界 b, 即 b ∈ M − I 且 b 小于任意

c ∈ X ∩ (M − I). 由 M |= IΣn 知, X ∩ [0, b] 有最大元素, 设为 c. 由 b 的定

义知, c ∈ I, 但这与 X ∩ I 在 I 中无上界矛盾.
类似可证明渗入的方向.

尽管我们可以借助哥德尔的 β-函数谈论有穷序列、有穷集合, 但一种可
能更便利的方式是通过一阶算术模型中 “自然数” 的二进制展开形式. 首先
我们需要在一阶算术中定义指数运算.

定理 1.3.5 (Bennett). 存在 Σ0-公式 exp(x, y) 使得

(1) IΣ1 可证明: exp(x, y) 定义一个函数;
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(2) IΣ0 可证明

exp(0, 1) ∧ ∀x, y(exp(x, y) → exp(x+ 1, 2y)).

以下用 2x = y 记 exp(x, y).

用 len(x) = y 记以下公式

(x = 0 → y = 0) ∧ (x > 0 → 2y ≤ x < 2y+1).

则 len(x) = y 是 Σ0(IΣ1)-公式, 且

IΣ1 ` ∀x, y(len(x) = y → y ≤ x).

用 z < len(x) 记公式

∃y ≤ x(len(x) = y ∧ z < y),

显然 z < len(x) 也是 Σ0(IΣ1)-公式. 我们还可以引入 z ≤ len(x), len(x) <
len(y) 等记号表示具有适当语义的 Σ0(IΣ1)-公式.
令 φbit(x, y, z) 为以下 Σ0-公式

∃w ≤ x, u < x, v < x(w = 2y ∧ v < w ∧ x = w(2u+ z) + v).

则

(1) IΣ1 可证明 φbit(x, y, z) 定义了一个二元函数;

(2) 任意 M |= IΣ1, 若 a, b, c ∈ M 且 M |= φbit(a, b, c), 则在 M 中,
b ≥ len(a) 或 a 的二进制展开形式的第 b 位为 c.

以下用 (x)y = z 记上述公式 φbit(x, y, z).
根据以上定义, 在 N 中, 对自然数 11 (= 1 · 20 + 1 · 21 + 0 · 22 + 1 · 23)

len(11) = 3, (11)0 = (11)1 = 1, (11)2 = 0.

因此我们认为 11 编码了 01-序列 〈110〉. 注意这种编码方式去掉了二进制展
开形式的最高位, 否则无法区分 〈01〉 和 〈010〉.

定义 1.3.6 (M -有穷性). 设 M 是一个模型.
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(1) 一个 M-有穷 01-序列是一个函数 f : [0, a] → {0, 1}, 其中 a ∈ M , 且
存在 b ∈M 使得对任意 i ∈ [0, a], (b)i = f(i). 此时称 b 编码了 f 或 b

是一个 f 的编码.

(2) M 的一个子集 X 是一个 M-有穷集合, 当且仅当存在一个 M -有穷
01-序列 f : [0, a] → {0, 1} 使得

X = {b ∈ [0, a] : f(b) = 1}.

此时称 f 的编码为 X 的编码.

(3) 一个 M-有穷函数是一个图像为 M -有穷集合的函数.

(4) 一个定义域为某个 ℓ ∈ M 的 M -有穷函数 f 也称为 M-有穷序列, 这
时通常记之为 (f(i) : i < ℓ).

根据以上定义, 有两种不同的方式编码一个 M -有穷 01-序列, 但这两种
方式通常不会带来实质的差异.
若 X ⊂M , 我们用 X ∈M 表示 X 是 M 有穷集合; 若 X ∈M 且有编

码 c, 我们用 y ∈ X 记 Σ0(IΣ1)-公式

y < len(c) ∧ (c)y = 1.

类似地, 我们也用 f ∈ M , (ai : i < ℓ) ∈ M 表示 f 和 (ai : i < ℓ) 分别是

M -有穷函数和M -有穷序列,并且用 f(x) = y, y < f(x), D = dom f 等表示

对应的 Σ0(IΣ1)-公式. 我们还可以引入对应的 “约束量词”,比如用 ∃x ∈ Xφ

和 ∀x ∈ Xφ 分别记以下 LA(M)-公式

∃x((c)x = 1 ∧ φ), ∀x((c)x = 1 → φ),

其中 c 是 M -有穷集合 X 的编码.

定理 1.3.7 (Harvey Friedman). 设 0 < n ∈ N, M |= PA−. 则以下等价

(1) M |= IΣn;

(2) M 的任意有界 Σn(M)-子集都是 M -有穷的;

(3) M 的任意有界 Πn(M)-子集都是 M -有穷的.
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证明. (1) ⇒ (2). 设 M |= IΣn, φ ∈ Σn, X = φ(M, b⃗) 有上界 a. 令

C = {c ∈M : len(c) = a,M |= ∀y < a(φ(y, b⃗) → (c)y = 1)}.

容易验证 C ∈ Πn(M); 且 2a+1−̇1 ∈ C, 故 C 非空. 由 M |= LΠn 知, 存在
c = minC. 不难证明

X = {i < a : (c)i = 1},

故 X 是 M -有穷集合.
(2) ⇒ (1). 设 M 6|= IΣn, 有两种方法构造并非 M -有穷的有界 Σn(M)-

集合.
方法一: 由定理 1.3.3 知, M 有真前截 I ∈ Σn(M), 且 I 是一个有界

Σn(M)-集合但不是 M -有穷的.
方法二: 设 X ⊂ M 是 Σn(M)-归纳集. 取 b ∈ M − X. 不难验证

X ∩ [0, b] 是一个有界 Σn(M)-子集但不是 M -有穷的.
(2) ⇔ (3). 习题.

在习题 1.4.3 中, 我们肯定 PA− 有一个很简单的非标准模型 Z[X]≥0,
Z[X]≥0 同构于一个可计算的模型. 但下面我们将看到 PA 并不存在可计算
的非标准模型.

定义 1.3.8. 一个 LA-模型M 是可计算的,当且仅当, M = (N; 0, 1,⊕,⊗,⋖),
其中

(1) ⊕,⊗ 是 N 上的一个可计算二元函数;

(2) ⋖ 是 N 上的可计算二元关系.

定义 1.3.9. 两个 N的子集 A,B能够可计算地分离 (computably separable),
当且仅当存在可计算函数 f : N → {0, 1} 使得

e ∈ A⇒ f(e) = 1 且e ∈ B ⇒ f(e) = 0.

否则称 A,B 不能可计算地分离 (computably inseparable).

命题 1.3.10. 存在两个不相交但不能可计算地分离的可计算可枚举集合.

证明. 设 Φ(x, y) 是一个通用图灵机. 令

A = {e ∈ N : Φ(e, e) ↓= 0}, B = {e ∈ N : Φ(e, e) ↓= 1}.
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则 A, B 是两个不相交的可计算可枚举集合.
假设存在一个可计算函数 f : N → {0, 1} 使得: 任意 e ∈ N,

e ∈ A⇒ f(e) = 1 且e ∈ B ⇒ f(e) = 0.

设 d ∈ N 且 f(n) = Φ(d, n) 对任意自然数 n 成立. 若 f(d) = 0 = Φ(d, d),
则 d ∈ A, 从而 f(d) = 1; 若 f(d) = 1 = Φ(d, d), 则 d ∈ B, 从而 f(d) = 0.
因此不存在这样的 f .
故 A,B 是不能可计算地分离的.

定理 1.3.11 (Tennenbaum). 若 M = (N; 0, 1,⊕,⊗,⋖) |= IΣ1 是非标准模

型, 即 M 不同构于 (N; 0, 1,+,×, <), 则 ⊕ 和 ⊗ 都不是可计算二元函数.
因此不存在可计算的、IΣ1 的非标准模型.

证明. 设 M = (N; 0, 1,⊕,⊗,⋖) 是 IΣ1 的一个非标准模型, 注意

I = {nM : n ∈ N}

构成 M 的一个真前截.
由命题 1.3.10 知, 存在两个不相交但不能可计算地分离的可计算可枚举

集合, 记为 A,B. 设 φA, φB 为两个 Σ1-公式且对任意自然数 n,

n ∈ A⇒ IΣ1 ` φA(n), n ∈ B ⇒ IΣ1 ` φB(n).

对任意 a ∈ I,

M |= ∃x < 2a+1

(
a = len(x)∧

∀i < a
((
φA(i) → (x)i = 1

)
∧
(
φB(i) → (x)i = 0

)))
.

以上满足关系右边是一个 Π1(IΣ1)-公式. 由溅出知, M 中存在 b 6∈ I 及

c < 2b+1 使得

M |= ∀i < b
((
φA(i) → (c)i = 1

)
∧
(
φB(i) → (c)i = 0

))
.

定义 f : N → {0, 1} 如下

f(n) =

1 (c)n = 1

0 (c)n = 0.
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则

n ∈ A⇒ f(n) = 1, n ∈ B ⇒ f(n) = 0.

由 A,B 的性质知, f 不可计算.
假设 ⊕ 是可计算的, 我们用以下算法计算 f : 对任意 n ∈ N,

(1) 穷举所有自然数 q 和所有自然数 k < 2n;

(2) 当 k = 0 时, 取 r = 0, 当 k > 0 时 k − 1 次迭代 ⊕ 计算得到 r = k
M ,

比如: 当 k = 3 时

k
M

= (1⊕ 1)⊕ 1;

(3) 2n − 1-次迭代 ⊕ 计算得到 p 满足 M |= p = 2nq, 比如: 当 n = 2 时

p = ((q ⊕ q)⊕ q)⊕ q;

(4) 若 r ⊕ p 6= c, 则继续穷举;

(5) 若 r ⊕ p = c, 则
M |= c = 2nq + r,

这时判断 p是否M 中的偶数,即穷举 s使得 p = s⊕s或 p = (s⊕s)⊕1,
若前者发生则求得 f(n) = 0, 若后者成立则求得 f(n) = 1.

此算法说明 f 可计算, 与上一段所得 f 的不可计算性矛盾.
同理可由 ⊗ 可计算得到矛盾.

1.4 习题

习题 1.4.1. 用 LA-公式表达以下命题, 并证明它们都可被 IΣ0 证明

(1) 任意自然数是偶数或奇数;

(2) 任意自然数 a, b, 若 b > 1 则存在唯一一对 q, r 使得 a = bq + r 且

r < b;

(3) 任意两个自然数有最大公因数.

习题 1.4.2. 设 M |= IΣ1, X 是 M -有穷集合, 则存在唯一 c ∈M 使得存在

M -有穷双射 f : c→ X. 通常记此 c 为 cardM (X) 或 |X|M .
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习题 1.4.3. 令 Z[X] 记所有以 X 为变元的整系数多项式构成的集合, 其上
有自然的 +,×. 定义

Z[X]+ =

{
n∑
i=0

aiXi ∈ Z[X] : an > 0

}
, Z[X]≥0 = {0} ∪ Z[X]+.

再定义 Z[X] 上的二元关系如下

f(X) < g(X) 当且仅当 g(X)− f(X) ∈ Z[X]+.

用 Z[X]≥0 记模型 (Z[X]≥0; 0, 1,+,×, <). 证明:

(1) Z[X]≥0 |= PA−;

(2) Z[X]≥0 6|= I Open (提示: 考虑公式 X < y2, 这里 X ∈ Z[X]≥0, y 是
变元符号).

习题 1.4.4. 若 n ∈ N, φ(x, y) ∈ Σn, 则存在 ψ(x, y) ∈ Πn 使得

∀x∃!y φ(x, y) ` ∀x, y(φ(x, y) ↔ ψ(x, y)).

习题 1.4.5. 设 t(x⃗) 是一个 (LA-) 项. 令 ∃y < t(x⃗)φ 和 ∀y < t(x⃗)φ 分别记

以下公式

∃y(y < t(x⃗) ∧ φ), ∀y(y < t(x⃗) → φ).

证明: 若 φ ∈ Σ0 则 ∃y < t(x⃗)φ 和 ∀y < t(x⃗)φ 都是 Σ0(IΣ0)-公式.

习题 1.4.6. 设 φ(x0, . . . , xn−1) ∈ Σ0. 证明: 以下命题等价

(1) PA− ` ∃x⃗φ;

(2) a0, . . . , an−1 ∈ N 使得 PA− ` φ(a0, . . . , an−1);

(3) N |= ∃x⃗φ.

进一步, 证明: 以上结论对任何介于 PA− 和 Th(N) 的一阶理论都成立.
注意: 根据哥德尔不完全性定理, 以上结论对 ∀x⃗φ 并不成立.

习题 1.4.7. 命题 1.3.1 证明中 M 上的二元关系 ∼Z 不是 LA-模型 M 上可

定义的.

习题 1.4.8. 设 M 是 PA 的可数模型. 证明:
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(1) M 有连续统多个前截, 即存在单射

f : R → {I ⊂M : I 是M 的前截}.

(2) M 有连续统多个可加前截 I.

(3) M 有连续统多个可乘前截 I.

(4) 若 I 是 M 前截且对乘法封闭, 则 I 是一个子模型 (的论域).

习题 1.4.9. 设 0 < n ∈ N, M |= BΣn, X 是一个M -有穷集, φ(x, y, z) ∈ Σn,
a ∈M , 且

M |= ∀y ∈ X∃zφ(a, y, z).

证明: 存在 b ∈M 使得

M |= ∀y ∈ X∃z < bφ(a, y, z).

习题 1.4.10. 对公式 φ(x, y, z⃗), 令 B+φ 记以下公式

∀z⃗, u∃v∀x < u(∃y φ(x, y, z⃗) → ∃y < v φ(x, y, z⃗)).

若 Γ 是公式集合, 则令

B+Γ = IΣ0 + {B+φ : φ ∈ Γ}.

设 n ∈ N, 证明: IΣn 与 B+Σn 等价.
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第二章 子模型和扩张

一阶语言 L 的模型 M 的 理论是以下一阶理论

{φ : φ 是闭公式且M |= φ}.

同一个语言的两个模型M,N 初等等价 (elementarily equivalent),记为M ≡
N , 当且仅当 Th(M) = Th(N).
设 M,N 是一阶语言 L 的两个模型, 用 cM , cN , FM , FN , RM , RN 等分

别记 L 中的常元符号、函数符号、关系符号在 M,N 中的解释. 一个从 M

到 N 的 嵌入 (embedding) 是一个满足以下条件的映射 f :M → N ,

(1) 任意常元符号 c, f(cM ) = cN ;

(2) 任意 n-元函数符号 F 和 a⃗ ∈Mn,

f(FM (⃗a)) = FN (f (⃗a));

(3) 任意 n-元关系符号 R 和 a⃗ ∈Mn,

a⃗ ∈ RM 当且仅当 f (⃗a) ∈ RN .

若存在从 M 到 N 的嵌入, 则 M 同构于 N 的一个子模型, 这时我们将 M

等同于 N 的一个子模型.
当以上嵌入是双射时, 称之为 同构映射 (isomorphism), 记为 f : M ∼=

M ; 这时称 M 和 N 同构 (isomorphic), 记为 M ∼= N .
设 Γ 是一个公式集合. 一个从 M 到 N 的嵌入 f 是一个 Γ-初等嵌入

(Γ-elementary embedding), 当且仅当, 对任意 φ(x⃗) ∈ Γ 和 a⃗ ∈M |x⃗|,

M |= φ(⃗a) 当且仅当 N |= φ(f (⃗a)),

这时记 f : M �Γ N , 并且 M 可等同于 N 的一个 Γ-初等子模型 (Γ-
elementary submodel), 记为 M �Γ N , 称 N 是 M 的一个 Γ-初等扩张

23
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(Γ-elementary extension). 当 M �Γ N 且 M 是 N 的真子模型时 (记以上
嵌入不是满射), 记 M ≺Γ N .

当以上 Γ 是全体公式的集合时, 用 ≺, � 记 ≺Γ, �Γ; 这时 Γ-初等嵌入
(子模型, 扩张) 称为初等嵌入 (子模型, 扩张).

我们将反复引用初等子模型的 Tarski 判别准则.

定理 2.0.1 (Tarski 判别准则). 设 M 是 N 的子模型, 则以下两个命题等价

(1) M � N ;

(2) 任意 φ(x, y⃗) 和 a⃗ ∈M |y⃗|, 若 φ(N, a⃗) 非空则 φ(N, a⃗) ∩M 非空.

若 X ⊆ Mn 是模型 M 的可定义集合, 则有 LA(M)-公式 φ 使得 X =

φ(M). 再设M ≺ N ,这时 φ(N)是N 的可定义集合,我们也记XN = φ(N).
由 M ≺ N 可知 XN ∩Mn = X.
类似地, 若在 M 中 LA(M)-公式 φ(x⃗, y) 定义了一个函数 F :Mn →M

(n = |x⃗|), 而 N 是 M 的初等扩张, 则在 N 中 φ 也定义了一个 n-元函
数, 我们记其为 FN . 由 M ≺ N 可知 FN ↾ Mn = F , 即对任意 a⃗ ∈ Mn,
FN (⃗a) = F (⃗a).

2.1 非标准模型的构造

一个直接构造非标准模型的方法是运用紧致性定理, 或者紧致性定理的
推论, 上行 Löwenheim-Skolem 定理.

命题 2.1.1. 每一个 LA-模型 M 都有一个初等真扩张 N , 即 M ≺ N .

现在大家知道紧致性定理是哥德尔完全性定理的推论, 还知道紧致性定
理也可以不用完全性定理而借助超积方法证明. 不少逻辑学家则将紧致性定
理的最早形式归功于挪威数学家 Thoralf Albert Skolem. Skolem 在 [10] 中
构造了第一个算术非标准模型 (英文版见 [11]), 他的方法也可以看作超积方
法的雏形. Skolem 的方法大致如下.

设 M 是 PA 的可数模型.
令

B = {X ⊆M : X 是可定义的}.

注意 B 是可数的. 构造 U ⊂ B 使得
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(1) 对任意 a ∈M , M − {a} ∈ U ;

(2) 若 X ∈ U 且 X ⊂ Y ∈ B 则 Y ∈ U ;

(3) 若 X,Y 都在 U 中, 则 X ∩ Y 也在其中;

(4) 若 X ∈ B 则 X 和 M −X 刚好有一个在 U 中.

了解布尔代数的读者应该知道: B 是一个布尔代数, U 是它的一个超滤.
定义 M 上的可定义 f :M →M 的二元关系如下

f ∼ g 当且仅当 {a ∈M : f(a) = g(a)} ∈ U .

可证明 ∼ 是一个等价关系. 用 [f ] 记 f 所在的等价类.
令 N 是所有 M 上的可定义一元函数的等价类构成的集合. 定义

[f ] +∼ [g] = [f + g]∼, [f ]×∼ [g] = [f × g]∼,

[f ] <∼ [g] 当且仅当 {a ∈M : f(a) < g(a)} ∈ U ,

其中 f+g, f×g 分别定义为 (f+g)(a) = f(a)+g(a), (f×g)(a) = f(a)g(a).
对 a ∈ M , 令 ca : M → M 将任意 b ∈ M 映射为 a. 可以证明

(N ; [c0], [c1],+∼,×∼, <∼) 是 LA-模型且是 M 的初等真扩张.

命题 2.1.2. 令 F :M → N , F (a) = [ca]. 则

(1) F 是初等嵌入;

(2) 设 id : M → M 是恒等函数, 即 id(a) = a, 则对任意 a ∈ M , [id] 6=
[ca] = F (a).

故 F :M ≺ N .

以上命题的证明可通过 Łos 定理的以下形式得到:

引理 2.1.3 (Łos 定理). 任意 LA-公式 φ(x⃗) 和 M 上可定义一元函数

f0, . . . , fn−1,

N |= φ([f0], . . . , [fn−1]) ⇔ {a ∈M :M |= φ(f0(a), . . . , fn−1(a))} ∈ U .

上面构造的 N 还有以下性质.

命题 2.1.4. 设 M,N 如上.
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(1) 若 X ⊆M 是 M 上的可定义集合, 则 X ∈ U 当且仅当 [id] ∈ XN .

(2) 若 g 是 M 上的可定义一元函数, 则 [g] = gN ([id]).

(3) N = {fN ([id]) : f 是 M 上的可定义一元函数}.

证明. (1) 设 X = φ(M,d), 其中 φ(x, y) ∈ LA, d ∈M . 则 XN = φ(N, [cd]).
故

[id] ∈ XN ⇔ N |= φ([id], [cd])

⇔ {a ∈M :M |= φ(id(a), cd(a))} ∈ U (由 Łos 定理)

⇔ {a ∈M :M |= φ(a, d)} ∈ U

⇔ X ∈ U .

(2) 设 g 是 M 上的可定义一元函数, 则有 φ(x, y, z) ∈ PA 及 d ∈M 使

得对任意 a, b ∈M ,
b = g(a) ⇔M |= φ(a, b, d).

而在 N 中, 对任意 [f0], [f1],

[f1] = gN ([f0]) ⇔ N |= φ([f0], [f1], [cd])

⇔ {a ∈M :M |= φ(f0(a), f1(a), d)} ∈ U .

当 f1 = g, f0 = id 时,

{a ∈M :M |= φ(id(a), g(a), d)} = {a ∈M :M |= φ(a, g(a), d)} =M ∈ U .

因此 [g] = gN ([id]).
(3) 是 (2) 的简单推论.

2.2 型、Skolem 函数和闭包

设 M 是一个模型, 0 < n ∈ N, B ⊆ M , x⃗ = (x0, . . . , xn−1). M 上的一

个 (n,B)-型 (n-type) 是一个满足以下条件的 LA(B)-公式集合 p = p(x⃗)

(1) p(x⃗) 中的公式都形如 φ(x0, . . . , xn−1) (可能有来自 B 的参数);

(2) 任意 k ∈ N 和 φ0, . . . , φk ∈ p, φ0(M) ∩ · · · ∩ φk(M) 非空.
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一个 M 上的 (n,B)-型 p 是 完全的 (complete), 当且仅当任意 φ(x⃗) ∈
LA(B), φ ∈ p 或 ¬φ ∈ p. 令 SMn (B) 记所有 M 上完全 (n,B)-型构成
的集合, SM (B) =

∪
n∈N S

M
n (B). 当 B = M 时, M 上的 n-型指 M 上的

(n,B)-型, SMn = SMn (M), SM = SM (M).
任何 M -上的 n-型都包含于一个完全的 n-型, 当 M 不可数时这需要用

选择公理. 给定 M 时, 我们可以将 LA(M)-公式等同于其定义的集合, 一个
n-型 p 等同于一个满足以下条件的可定义集合族 p

(1) 任意 X ∈ p 是 Mn 的子集;

(2) 任意 k ∈ N, X0, . . . , Xk ∈ p,
∩k
i=0Xi 非空.

下面我们构造型时常常采用这种观点, 将构造型等同于构造满足以上条件的
可定义集合族. 这时可见上一节 Skolem 构造中的 U 就是一个完全 1-型.

例子 2.2.1. 设 M ≺ N .

(1) {x 6= a : a ∈M} 是一个 M 上的 1-型.

(2) {x > a : a ∈M} 也是一个 M 上的 1-型.

(3) 若 I 是 M 的真前截, {a < x < b : a ∈ I < b ∈ M} 也是一个 M 上的

1-型;

(4) 任意 b⃗ ∈ N , tpN (⃗b/M) = {φ ∈ LA(M) : N |= φ(⃗b)} ∈ S(M).

设 M ≺ N , p 是一个 M -上的 n-型. N 中的 b⃗ 是 p 的一个 实现

(realization), 当且仅当 tpN (⃗b/M) ⊇ p, 当且仅当任意 φ ∈ p, N |= φ(⃗b). 这
时, 也称 b⃗ 满足或 实现 (realizes) p, 有时记作 b⃗ |= p. 令

p(N) = {⃗b ∈ Nn : b⃗ 实现p}.

由紧致性定理知, 任何语言任何模型上的型总是能在某个初等扩张中实
现. PA 还具有下面介绍的特别性质, 使得这样的初等扩张在某种意义上是
可构造的.
设 M 是一个模型 (未必是一阶算术的模型), φ(x, y⃗) 是 (M 所解释的一

阶语言的) 公式. 若 f : M |y⃗| → M , 且对任意 b⃗ ∈ M |y⃗|, 当 φ(M, b⃗) 6= ∅ 时
f (⃗b) ∈ φ(M, b⃗), 则称 f 为 φ(x, y⃗) 在 M 上的一个 Skolem 函数, 或简称一
个 φ(x, y⃗)-Skolem 函数.
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命题 2.2.2. 若 M |= PA, 则任意公式 φ(x, y⃗) 有可定义 Skolem 函数.

证明. 习题.

设 M 是模型, A ⊆ M . 称 b ∈ M 是 M 中 A-可定义的, 当且仅当存在
LA(A)-公式 φ(x) 使得

φ(M) = {b},

即 b 是 M -中唯一满足 φ(x) 的元素. M 中 ∅-可定义的元素简称为 M 中的

可定义元素. 令

dcl(M ;A) = {b ∈M : b 是 M 中 A-可定义的}, dcl(M) = dcl(M ; ∅).

称 dcl(M ;A) 为 A 在 M 中的可定义闭包 (definable closure). 由于 PA 的
模型有可定义 Skolem 函数, 故 dcl(M ;A) 也是 A 在 M 中的 Skolem 闭包

(Skolem hull).

命题 2.2.3. 若M |= PA, A ⊆M , 则 dcl(M ;A)是M 中包含 A的最小的初

等子模型,即 dcl(M ;A) �M ,且任意 N �M ,若 A ⊆ N 则 dcl(M ;A) ⊆ N .

证明. 习题.

命题 2.2.4. 设 0 < n ∈ N, M |= PA, p 是 M 上的完全 n-型, N 和 N ′ 是

M 的两个初等扩张.

(1) 若 b⃗ = (b0, . . . , bn−1) 是 p 在 N 中的一个实现, 则

dcl(N ;M∪{b0, . . . , bn−1}) = {FN (⃗b) : F 是 M -上的可定义 n-元函数}.

(2) 若 b⃗′ = (b′0, . . . , b
′
n−1) 是 p 在 N ′ 中的一个实现, 则

dcl(N ;M ∪ {b0, . . . , bn−1}) ∼= dcl(N ′;M ∪ {b′0, . . . , b′n−1}).

证明. 习题.

以上 dcl(N ;M ∪ {b0, . . . , bn−1}) 记为 M (⃗b), 称为 M 的 p-扩张. 由以
上命题可知, 在同构的意义上, 对 M 上的完全型 p, M 只有一个 p-扩张. 现
在我们知道 Skolem 构造的 N 就是 M 的一个型扩张, 且 N =M([id]).
直观地说, 一个在 M 中没有实现的完全型 p 描述了一个 (相对 M 而言

的) “虚数”. M 的 p-扩张是由 M 和一个 “虚数” 构造 (借助可定义函数) 出
来的, 类似于用 Q 和 π 构造 (借助多项式函数) Q(π), 或者用 R 和

√
−1 构

造 C.
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命题 2.2.5. 设 M |= PA, 初等子模型关系 ≺ 是 {N : N �M} 上的偏序关
系, 记对应的偏序集为 Lt(M). 则

(1) Lt(M) 有最小元 dcl(M ; ∅) 和最大元 M .

(2) 若 {Nα : α ∈ Λ} 是 M 的一族初等子模型, 则
∩
{Nα : α ∈ Λ} 是此子

模型族在 Lt(M) 中的下确界, 即此偏序集中任意 N , 若 N 是其中每

个 Nα 的初等子模型, 则 N �
∩
{Nα : α ∈ Λ}.

(3) 若 {Nα : α ∈ Λ} 是 M 的一族初等子模型, 则它在此偏序集中有上确
界 dcl(M ;

∪
{Nα : α ∈ Λ}).

因此 Lt(M) 是一个有最大和最小元的 (完备) 格.

证明. 习题.

以上命题还有一个相对化的形式.

命题 2.2.6. 设 M ≺ N |= PA, 初等子模型关系 ≺ 是 {M̄ : M � M̄ � N}
上的偏序关系, 记对应的偏序集为 Lt(N/M). 则 Lt(N/M) 是一个有最大

和最小元的 (完备) 格.

证明. 习题.

一阶算术模型中有若干重要开问题是关于 Lt(M) 或 Lt(N/M) 的.

问题 2.2.7. (1) 哪些有穷格同构于某个 Lt(M)?

(2) 是否任意有穷格 L 和任意 (可数) M |= PA 都存在 N � M 使得

L ∼= Lt(N/M)?

当然我们不打算在这里讨论这个大问题, 只介绍一类基本的扩张构造.
模型 M 的一个初等扩张 N 是 极小的, 当且仅当 Lt(N/M) 只有两个

元素, 当且仅当不存在 M̄ 使得 M ≺ M̄ ≺ N . 若 N 是 M 的极小初等扩

张, 必有某个 M 上的完全 1-型 p 使 N 是 M 的 p-扩张, 因为对任意 c ∈ N ,
dcl(N ;M ∪ {c}) ∈ Lt(N/M).

给定 M |= PA, 是否存在初等扩张 N 使得 Lt(N/M) 刚好有两

个元素 (M 和 N)?
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2.3 Gaifman 分裂

有两类特别有意思的扩张关系. 设 LA-模型 M 是 N 的子模型.

(1) 若 M (的论域) 是 N 的前截, 称 N 为 M 的 外扩张 (end-extension),
记为 M ⊆end N 或 N ⊇end M . 当 M ⊆end N 且 M 6= N 时, 记
M ⊂end N .

(2) 若 M 在 N 中无界, 即任意 a ∈ N 存在 b ∈M 使得 a < b, 则称 N 为

M 的 内扩张 (cofinal extension), 记为 M ⊆cf N .

(3) 若 M ⊆end N 且 M � N , 则称 N 是 M 的 初等外扩张, 记为 M �end

N . 类似地可定义 初等内扩张, 记为 M �cf N .

定理 2.3.1 (Gaifman 分裂). 若 M ≺ N |= PA, 则存在 M̄ 使得

M �cf M̄ �end N.

引理 2.3.2. 若 M ≺Σ0,cf M̄ , M |= PA, M̄ |= PA−. 则 M ≺ M̄ , 从而
M̄ |= PA.

证明. 只要对 n > 1 用归纳法证明: 若 M ≺Σn−2,cf M̄ , φ(x, y, z) ∈ Πn−2,
a ∈M 且 M |= ∀y∃zφ(a, y, z), 则 M̄ |= ∀y∃zφ(a, y, z).

设 n, φ, a 如上. 由 M ⊂cf M̄ 知, 只要证明: 任意 b ∈ M , M̄ |= ∀y <
b∃zφ(a, y, z). 固定 b ∈ M , 由 M |= PA (其实只需要 M |= IΣn) 知, 存在
M -有穷函数 f 使得: 任意 c ∈ [0, b)M , M |= φ(a, c, f(c)). 故

M |= ∀y < b∀z(z = f(y) → φ(a, y, z)).

以上满足关系右边是一个 Πn−1-公式, 且 a, b, f 都来自 M . 由 M ≺Σn−1 M̄

知

M̄ |= ∀y < b∀z(z = f(y) → φ(a, y, z)).

故

M̄ |= ∀y < b∃zφ(a, y, z).
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证明定理 2.3.1. 设 M ≺ N |= PA. 令

M̄ = {a ∈ N : 存在b ∈M 使得b > a}.

容易证明 M̄ 是 N 的可乘前截.
由习题 2.6.1 知, M̄ |= PA− 且

M̄ �Σ0,end N.

再由 M ≺ N 可知, M �Σ0,cf M̄ . 由引理 2.3.2 知, M ≺ M̄ .
以下证 M̄ � N . 由 Tarski 判别准则, 只要证明: 任意 a ∈ M̄ 和任意公

式 φ(x, y), 若 φ(N, a) 6= ∅ 则 φ(N, a) ∩ M̄ 6= ∅. 设 a, φ 如上, 并设 b ∈ M

且 a < b. 由 M |= PA 知, 存在 c ∈M 使得

M |= ∀y < b(∃xφ(x, y) → ∃x < c φ(x, y)).

由 M ≺ N 知

N |= ∀y < b(∃xφ(x, y) → ∃x < c φ(x, y)).

结合 φ(N, a) 6= ∅ 知, φ(N, a) ∩ [0, c] 非空. 由 c ∈ M 及 M̄ 的定义知,
φ(N, a) ∩ M̄ 非空.

由 Gaifman 分裂定理可知, 若 N =M(c) 是 M 的极小初等扩张, 则 N

或者是 M 的内扩张或者是 M 的外扩张.

2.4 外扩张

这里我们将证明任意 PA 的模型有极小初等外扩张.

定理 2.4.1 (MacDowell-Specker [7]). PA-模型都有初等外扩张.

定理 2.4.2 (可数 MacDowell-Specker). 可数 PA-模型都有初等外扩张.

我们先证明定理 2.4.2, 然后再将其证明方法推广至一般模型的情况, 证
明定理 2.4.1.

引理 2.4.3. 设 M |= PA, X ⊆ M 是 M 上可定义的无界集合, F 是 M 上

可定义的一元函数, b ∈M . 则存在无界的可定义 Y ⊆ X 满足以下两种情况

之一
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(1) F ↾ Y 是常函数;

(2) F (Y ) = {F (a) : a ∈ Y } > b.

证明. 若有 i ∈ [0, b] 使 X ∩ F−1(i) 在 M 中无界, 则 Y = X ∩ F−1(i) 满足

(1).
否则, 任意 i ∈ [0, b], X ∩ F−1(i) 在 M 中有界; 故 X ∩ F−1[0, b] 有界.

则 Y = X ∩ F−1(b,∞) 满足 (2).

证明定理 2.4.2. 设 M |= PA 是可数的. 则 M 上所有可定义一元函数和 M

中元素构成的有序对可列举如下

(F0, b0), (F1, b1), . . . , (Fn, bn), . . . (n ∈ N).

以下我们构造一个 M 上的 1-型 p.
令 X0 = M . 设 Xn ∈ p 且 Xn 是 M 的可定义、无界的子集. 由引

理 2.4.3, 取 Xn+1 是 Xn 的无界、可定义子集, 使 Fn ↾ Xn+1 是常函数或

F (Xn+1) > bn.
令 p 是一个 M 上的完全 1-型使之包含所有 Xn (n ∈ N). 令 N 是 M

的一个 p-扩张, 即 N =M(c), c 是 p 在 N 中的一个实现. 则

N = {FN (c) : F 是 M 上可定义一元函数}.

对任意 M 上可定义一元函数 F , 分情况讨论 FN (c).
(i) 若存在 n ∈ N 使得 Fn = F 且 Fn ↾ Xn+1 总等于某个 a ∈ M , 则

FN (c) = FNn (c) = a ∈M .
(ii) 否则, 任取 b ∈M , 再取 n ∈ N 使 (Fn, bn) = (F, b). 则

F (Xn+1) = Fn(Xn+1) > bn = b,

故 FN (c) > b. 由 b 的任意性知, FN (c) > M .
当 F = id 时, 以上 (i) 不成立. 故由 (ii) 知 c = idN (c) > M .
因此 M ≺end N .

当M 不可数时,我们不能像以上证明那样构造 Xn 的序列. MacDowell-
Specker 注意到, LA-公式是可数的; 当 LA-公式 φ(x, y, z) 固定时, 在 M |=
PA 中我们可以仅对用 φ 定义的函数递归构造类似 Xn 的序列, 并且取某种
交集 Y , 使得对所有在 M 上用 φ 定义的函数和所有 b ∈M , Y “几乎” 都满
足引理 2.4.3 的结论.
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引理 2.4.4. 设 φ(x, y, z) ∈ LA, M |= PA, X ⊆ M 是 M 上可定义的无界

集合. 则存在无界的可定义 Y ⊆ X, 使得对任意 b, c ∈ M , 若 F = φ(M, c)

是一元函数, 则有 a ∈M 满足两种情况之一

(1) 存在 i < b 使 F (Y ∩ (a,∞)) = {i};

(2) F (Y ∩ (a,∞)) > b.

证明. 我们先直观地描述如何构造 Y . 令

P = {c ∈M : φ(M, c) 是一个一元函数}.

不妨设 P 非空, 否则令 Y = X 即可. 设 (〈bk, ck〉 : k ∈ M) 是所有满足

bk ∈M 和 ck ∈ P 的有序对.
令 X0 = X. 设 Xk 已定义. 令 ak = minXk. 记 φ(M, ck) 为 Fk. 若存

在 i ≤ bk 使得 Xk ∩ F−1
k (i) 无界, 则令

ik = min{i : Xk ∩ F−1
k (i) 无界}, Xk+1 = Xk ∩ F−1

k (ik) ∩ (ak,∞);

否则, 令 Xk+1 = Xk ∩ F−1
k (bk,∞) ∩ (ak,∞).

最后, 令 Y = {ak : k ∈ M}. 设 b ∈ M , c ∈ P , 取 j ∈ M 使 〈b, c〉 =

〈bj , cj〉. 令 a = aj . 若 ij 有定义, 则

Y ∩ (a,∞) ⊆ Xj+1 ⊆ F−1
j (ij),

这时 (1) 成立. 否则,

Y ∩ (a,∞) ⊆ Xj+1 ⊆ F−1
j (bj ,∞),

这时 (2) 成立.

下面我们验证 Y 是可定义的.
(a) 用递归定理 1.2.11 可证明以下递归定义的函数是可定义的

Q(0) = min{〈b, c〉 : b ∈M, c ∈ P},

Q(k + 1) = min{〈b, c〉 > Q(k) : b ∈M, c ∈ P}.

(b) 令 Func(x, y) 记以下 Σ0-公式

∀u < y∃!v < x((x)⟨u,v⟩ = 1)∧

∀u < x
(
u ≥ y → ∀v < x(〈u, v〉 < len(x) → (x)⟨u,v⟩ = 0)

)
.
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则 M |= Func(s, k) 当且仅当 s 编码了一个以 [0, k) 为定义域的 M -有穷函
数, 这时我们用 s(i) = j 记 (s)⟨i,j⟩ = 1.

(c) 用 ψ(xs, xk, y) 记以下公式

Func(xs, xk) ∧ y ∈ X∧

∀xj < xk, xa < xs, xi < xs

((
(xs)⟨xj ,⟨xa,xi⟩⟩ = 1 → xa < z

)
∧

∀xb, xc
((
Q(xj) = 〈xb, xc〉 → (xi ≤ xb → φ(y, xi, xc))∧

(xi > xb → ∀z(φ(y, z, xc) → z > xb))
)))

.

设 M |= ψ(s, k, d). 上面公式的第一行意味着 s 编码了一个以 [0, k) 为定义

域的 M -有穷函数, 且 d ∈ X; 第二行大括号内的公式称: 若 s(j) = 〈a, i〉, 则
d > a, 这相当于在前面构造的第 j 步我们只考虑 > aj 的元素; 第三行要求:
若 Q(j) = 〈bj , cj〉 且 i ≤ bj , Fj(d) = i, 其中 Fj 是函数 φ(M, cj), 这相当于
前面构造第 j 步时第一种情况成立; 第四行则对应构造第 j 步的第二种情

况, 公式中用 i ≤ bj 与否区分两种情况.
(d) 用 θ1(xs, xk, xi) 记以下公式

∃xb, xc
(
〈xb, xc〉 = Q(xk) ∧ xi ≤ xb∧

∀w∃y
(
w < y ∧ ψ(xs, xk, y) ∧ φ(x, xi, xc)

))
.

M |= θ1(s, k, i), 当且仅当 i ≤ bk 且 ψ(s, k,M) ∩ F−1
k (i) 无界 (其中 bk, Fk

如 (c)).
(e) 用 θ2(xs, xk, xi) 记以下公式

∃xb, xc(〈xb, xc〉 = Q(xk) ∧ xi = xb + 1 ∧ ∀x < xi¬θ1(xs, xk, x)).

(f) 用以下公式定义函数 G(xs, xk) = xt

(¬Func(xs, xk) → xt = 0)∧

Func(xs, xk) → Func(xt, xk+1)∧∀x < xk, y((xt)⟨x,y⟩ = 1 → (xs)⟨x,y⟩ = 1)∧

∃xa, xi
(
(xt)⟨xk,⟨xa,xi⟩⟩ = 1 ∧ ψ(xs, xk, xa) ∧ ∀x < xa¬ψ(xs, xk, x)∧(

θ1(xs, xk, xi) ∧ ∀x < xi¬θ1(xs, xk, x)
)
∨ θ2(xs, xk, xi)

)
.

(g) 用递归定理知以下函数可定义

H(0) = 0, H(k + 1) = G(H(k), k).
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最后可验证

Y =
{
a :M |= ∃k, t

(
t = H(k) ∧ ∃xi((t)⟨k,⟨a,xi⟩⟩ = 1)

)}
且是可定义的.

现在可证明 MacDowell-Specker 定理.

证明 MacDowell-Specker 定理. 设 M |= PA. 列举所有形如 φ(x, y, z) 的

LA-公式如下
φ0, φ1, . . . , φn, . . . (n ∈ N)

令 X0 = M . 设 Xn 是 M 的可定义无界子集, 对 Xn, φn 用引理 2.4.4
所得的集合记为 Xn+1.

令 p 是一个 M 上的完全 1-型使之包含

{Xn ∩ (a,∞) : n ∈ N, a ∈M}.

令 N =M(d) 是 M 的 p-扩张, 则

N = {FN (d) : F 是 M 上可定义一元函数}.

对任意 FN (d) ∈ N , 取 n ∈ N 和 c ∈ M 使得 F = φn(M, c). 由 Xn+1 的定

义知, 以下两种情况之一成立

(a) 对某个 a ∈M , F ↾ (Xn+1 ∩ (a,∞)) 是常函数, 这时 FN (d) ∈M ;

(b) 对任意 b ∈ M , 有 a ∈ M 使 F (Xn+1 ∩ (a,∞)) > b, 这时 FN (d) > b,
故 FN (d) > M .

因此 M ≺end N .

接下来我们将加强 MacDowell-Specker 定理以得到极小初等外扩张. 在
上一节的末尾, 我们已知这样的扩张一定形如 N = M(c). 我们先考察
tpN (c/M).

引理 2.4.5. 设 M |= PA, p 是 M 上的完全 1-型, N =M(c) 是 M 的 p-扩
张. 则 N 是 M 的极小初等外扩张, 当且仅当 p 满足以下条件

(1) 任意 a ∈M , 公式 x > a 在 p 中;
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(2) 任意 M 上可定义一元函数 F , 存在 LA(M)-公式 φ(x) ∈ p, 使得
F ↾ φ(M) 是常函数或 F ↾ φ(M) 是单射.

证明. 先设 N = M(c) 是 M 的极小初等外扩张, tpN (c/M) = p. 对任意
a ∈M , N |= c > a; 由 tpN (c/M) = p 知, 公式 x > a 在 p 中. 对任意 M 上

可定义一元函数 F , 设 θ(x, y) ∈ LA(M) 使 F = θ(M). 分两种情况讨论.

(a) 若 FN (c) ∈ M 则存在 a ∈ M 使 FN (c) = a, 则 N |= θ(c, a); 由
tpN (c/M) = p 知, φ(x) = θ(x, a) ∈ p, F ↾ θ(M,a) 是常函数 (取值恒
为 a).

(b) 设 d = FN (c) 6∈M . 由 N 的极小性知, N = dcl(N ;M ∪{d}). 故有 M

上可定义一元函数 G 使 c = GN (d) = GN ◦ FN (c). 设 G = ψ(x, y),
ψ ∈ LA(M). 由 tpN (c/M) = p 定理知, p 包含以下公式

φ(x) = ∃y(θ(x, y) ∧ ψ(y, x)).

由 ψ(M) = G 是一元函数知, F 在 φ(M) 上是单射.

反之, 设 p 满足 (1) 和 (2). 由 N = M(c) 是 M 的 p-扩张及 (1) 知,
c > M . 任取 d ∈ N , 则有 M -上可定义一元函数 F 使 d = FN (c). 设
F = θ(M), θ(x, y) ∈ LA(M). 分情况讨论如下:

(a) 若存在 φ(x) ∈ p 使得 F ↾ φ(M) 恒取值 a ∈M , 则

M |= ∀x(φ(x) → θ(x, a)).

故

N |= ∀x(φ(x) → θ(x, a)).

由 φ ∈ p 及 tpN (c/M) = p 知 c ∈ φ(N), 故 d = FN (c) = a ∈M .

(b) 设存在 φ(x) ∈ p 使得 F ↾ φ(M) 是单射. 故对任意 b ∈M , F−1[0, b] ∩
φ(M) 有上界, 设为 a; 由 (1) 及 p 的完全性知, x > a ∧ φ(x) 在 p 中;
由 tpN (c/M) = p 知 d = FN (c) > b. 因此 d > M .

因此 M ≺end N .
再证明 N 的极小性. 任取 d ∈ N −M . 这时可设 F, θ 如上, 且 (b) 成

立, 即有 φ(x) ∈ p 使 F ↾ φ(M) 是单射. 构造 M 上的可定义一元函数如下

G(a) =

b b ∈ φ(M) 且F (b) = a

a 不存在如上b.
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设 ψ(x, y) 是定义 G 的 LA(M)-公式. 则

M |= ∀x
(
φ(x) → ∀y(θ(x, y) → ψ(y, x))

)
.

故

N |= ∀x
(
φ(x) → ∀y(θ(x, y) → ψ(y, x))

)
.

由 φ ∈ p 及 tpN (c/M) = p 知, c ∈ φ(N); 结合以上知, GN (d) = c, 故
c ∈ dcl(N ;M ∪ {d}).

现在证明极小初等外扩张的存在性. 类似 MacDowell-Specker 定理, 我
们先以可数模型为例.

定理 2.4.6. PA 的可数模型都有极小初等外扩张.

引理 2.4.7. 设 M 是 PA 的可数模型, X ⊆ M 是可定义的无界集合, F 是
M 上的可定义一元函数. 则存在可定义的无界集合 Y ⊆ X 使得 F ↾ Y 是
常函数或单射.

证明. 若存在 b ∈ M 使 X ∩ F−1(b) 是无界的, 则 Y = X ∩ F−1(b) 满足要

求.
否则, 构造 M 上的一元函数如下

G(0) = minX, G(k + 1) = min{a ∈ X : a > G(k) 且F (a) > F (G(k))}.

由递归定理知, G 是可定义的, 故 Y = ranG = {G(k) : k ∈ M} 也是可定义
的且满足要求.

证明定理 2.4.6. 设 M 是 PA 的可数模型, 列举所有 M -上可定义的一元函
数如下

F0, F1, . . . , Fn, . . . (n ∈ N).

令 X0 = M . 若 n ∈ N, Xn 是可定义的无界集合, 令 Xn+1 记对 Xn 和

Fn 用引理 2.4.7 所得的 Y . 令 p 是一个 M 上的完全 1-型且包含所有 Xn

(n ∈ N). 由引理 2.4.5 知 M 的 p-扩张是 M 的极小初等外扩张.

用 MacDowell-Specker 定理的方法, 可以加强以上定理.

定理 2.4.8 (Gaifman [3]). PA 的模型都有极小初等外扩张.
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引理 2.4.9. 设 φ(x, y, z) ∈ LA, M |= PA, X ⊆ M 是 M 上可定义的无界

集合. 则存在无界的可定义 Y ⊆ X, 使得对任意 c ∈M , 若 F = φ(M, c) 是

一元函数, 则有 a ∈M 满足两种情况之一

(1) F ↾ (Y ∩ (a,∞)) 是常函数;

(2) F ↾ (Y ∩ (a,∞)) 是单射.

证明. 这里我们只直观描述如何构造 Y , 其可定义性的验证留给读者.
令

P = {c ∈M : φ(M, c) 是一元函数}.

递归地定义

c0 = minP, ck+1 = minP ∩ (ck,∞).

由递归定理知 k 7→ ck 是可定义函数. 记 φ(M, ck) 为 Fk.
递归地定义函数如下. 令

G(0) = 〈minX, 1, 1〉,

注意 1 的二进制展开形式编码了空串. 设 G(k) = 〈ak, sk, tk〉 已定义, ak ∈
X, len(sk) = k 且 tk 编码了一个以 [0, k) 为定义域的 M -有穷函数. 令

Xk = X ∩
∩

i<k,(sk)i=0

F−1
i (tk(i)) ∩

∩
i<k,(sk)i=1

F−1
i (Fi(ak),∞),

其中, 引理 2.4.4 的证明, tk(i) 是 tk 所编码的函数在 i 的取值. 定义 G(k +

1) = 〈ak+1, sk+1, tk+1〉 是 M 中满足以下所有条件的唯一元素:

• len(sk+1) = k + 1, 当 i < k 时 (sk+1)i = (sk)i, 且

(sk+1)k = 0 ⇔ 存在b 使得Xk ∩ F−1
k (b) 无界;

• tk+1 编码了一个以 [0, k] 为定义域的 M -有穷函数,

tk+1(i) =


tk(i) i < k

min{b ∈M : Xk ∩ F−1
k (b) 无界} i = k, (sk+1)k = 0

0 i = k, (sk+1)k = 1;
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• 而

ak+1 =

minXk ∩ (ak,∞) ∩ F−1
k (tk+1(k)) (sk+1)k = 0

minXk ∩ (ak,∞) ∩ F−1
k (Fk(ak),∞) (sk+1)k = 1.

最后令

Y = {ak : k ∈M}.

证明定理 2.4.8. 设 M |= PA. 列举所有形如 φ(x, y, z) 的 LA-公式如下

φ0, φ1, . . . , φn, . . . (n ∈ N)

令 X0 = M . 设 n ∈ N, Xn 是 M 的可定义无界子集. 对 Xn 和 φn 用

引理 2.4.9 得 Xn 的可定义无界子集 Xn+1. 令 p 是一个 M 上的完全 1-型
且包含以下集合族

{Xn ∩ (a,∞) : n ∈ N, a ∈M}.

由 p 的构造知, p 满足引理 2.4.5 的前提. 因此任意 M 的 p-扩张是 M 的极

小初等外扩张.

2.5 内扩张

其实初等内扩张的构造不需要如同 MacDowell-Specker 定理那般. 首先
引入一个模型论概念. 设 M 是一阶语言 L 的模型, 其 原子图像 (atomic
diagram) 是指

Diag(M) = {φ ∈ L(M) : φ 是原子公式且M |= φ},

初等图像 (elementary diagram) 是指

Diage(M) = {φ ∈ L(M) : φ 是闭公式且M |= φ}.

若 N 是 M 的扩张, 则 N 可自然地膨胀为一个 L(M)-模型, 这时

M � N ⇔ N |= Diage(M).

初等图像常常用于初等扩张的构造.
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命题 2.5.1. PA 的非标准模型都有初等真内扩张.

证明. 设 M |= PA 是非标准模型, 任取 b ∈M −N. 令 c 是一个新常元符号,
再令

Γ = {c < b} ∪ {c 6= a : a ∈M} ∪ Th(M).

由紧致性定理知, Γ 有模型 N , 且 N 作为 LA-模型是 M 的初等扩张. 由
Gaifman 分裂定理 2.3.1 知, 存在 M̄ 使得

M ≺cf M̄ �end N.

这可能让人以为通常更容易构造初等内扩张. 但如果我们加入额外的条
件, 情况就变得不一样. 比如: 如果要构造极小的初等内扩张, 目前人们只有
以下结论.

定理 2.5.2 (Blass [1]). PA 的可数非标准模型都有极小初等内扩张.

我们先考察 M |= PA 的一个型扩张何时是内扩张.

引理 2.5.3. 设 M |= PA, p(x) ∈ SM1 , N =M(c) 是 M 的 p-扩张.

(1) M �cf N 当且仅当存在 a ∈M 使 [0, a] ∈ p;

(2) 若 a ∈M 且 [0, a] ∈ p, 则

N = {f(c) : f 是以[0, a] 为定义域的 M -有穷函数}.

证明. (1) 若 M �cf N , 则存在 a ∈ M 使 c < a. 由 p = tpN (c/M) 知

[0, a] ∈ p.
反之, 设 a ∈ M , [0, a] ∈ p. 设 LA(M)-公式 φ(x, y) 定义了一元函数 F .

由 M |= PA 知, 存在 b ∈M 使

M |= ∀x ≤ a∃y ≤ b φ(x, y).

由 M � N 知

N |= ∀x ≤ a∃y ≤ b φ(x, y).

故 N |= ∃y ≤ b φ(c, y), 即 FN (c) ≤ b. 因此 N 是 M 的内扩张.
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(2) 设 a ∈M 且 [0, a] ∈ p. 如上, 设 LA(M)-公式 φ(x, y) 定义了一元函

数 F , b ∈M 使

M |= ∀x ≤ a∃y ≤ b φ(x, y).

令

X = {〈i, j〉 ∈M : i ≤ a, j ≤ b,M |= φ(i, j)}.

则 X 在 M 中有上界 〈a+ 1, b+ 1〉. 由定理 1.3.7 知, X 是 M -有穷集合. 设
s ∈M 编码了 X, 则 s 就编码了以下 M -有穷函数 f

f : [0, a] → [0, b], f(i) = j ⇔ 〈i, j〉 ∈ X.

故

M |= ∀x ≤ a, y(φ(x, y) ↔ (s)⟨x,y⟩ = 1).

由 M � N 知

N |= ∀x ≤ a, y(φ(x, y) ↔ (s)⟨x,y⟩ = 1).

故若 d = FN (c) 则 N |= (s)⟨c,d⟩ = 1, 即 f(c) = d.

一个M 上的 n-型 p(x⃗)是有界的,当且仅当存在 a ∈M 使得 [0, a]n ∈ p

(当 p 视作可定义集合族时), 当且仅当存在 a ∈ M 使得 x⃗ < a ∈ p (当 p 视

作 LA(M)-公式集时). 若 p 如上, 称 a 为 p 的一个上界. 以上引理说明, 当
p ∈ SM1 时, M 的 p-扩张是内扩张当且仅当 p 有界.
设 M 是模型, X ⊆M , 令

PM (X) = {Y ⊆ X : Y 是 M -有穷的},

即 PM 是 M 上的 “幂集” 运算.

引理 2.5.4. 设M |= PA, a0 和 a1 是M 的元素, [0, ai] ∈ pi ∈ SM1 (i = 0, 1),
Ni 是 M 的 pi-扩张. 令 b = max{a0, a1}. 则以下等价

(1) 存在 π : N0
∼= N1 使得 π ↾M = id (即任意 a ∈M , π(a) = a);

(2) p0 = p1;

(3) p0 ∩ LA([0, b]) = p1 ∩ LA([0, b]) (pi 视作公式集时);

(4) p0 ∩ PM ([0, b]) = p1 ∩ PM ([0, b]) (pi 视作集合族时).
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证明. (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇔ (4) 留给读者.
(4) ⇒ (1). 设 Ni =M(ci), tpNi(ci/M) = pi. 由引理 2.5.3 知,

Ni = {f(ci) : f 是以[0, b] 为定义域的 M -有穷函数}.

定义 π : N0 → N1 为

π(f(c0)) = f(c1).

若在 N1 中 f(c0) = g(c0), 则由 tpN0(c0/M) = p0 及 (4) 知

{k ≤ b : f(k) = g(k)} ∈ p0 ∩ PM ([0, b]) = p1 ∩ PM ([0, b]).

由 tpN1(c1/M) = p1 知, 在 N1 中 f(c1) = g(c1). 这说明

π(f(c0)) = f(c1) = g(c1) = π(g(c0)),

从而 π 的定义是合理的.
类似地可证明 π 是嵌入映射且是双射, 故 π 是同构.
对任意 a ∈ M , 设 fa : [0, b] → M , fa(k) = a. 则 fa 是 M -有穷函数且

在 Ni 中 fa(ci) = a. 故

π(a) = π(fa(c0)) = fa(c1) = a,

即 π ↾M = id.

以上引理告诉我们, 构造以 b 为上界的 p ∈ SM1 等价于构造 M -上的完
全 (1, [0, b])-型.

类似引理 2.4.5, 我们可刻画何时一个模型的型扩张是极小初等内扩张.

引理 2.5.5. 设 M |= PA, p 是 M 上的完全 1-型, N =M(c) 是 M 的 p-扩
张. 则 N 是 M 的极小初等内扩张, 当且仅当

(1) p 有上界 b ∈M , 且

(2) 任意 M -有穷函数 f : [0, b] →M , 存在 X ∈ p ∩ PM ([0, b]) 使得 f ↾ X
是常函数或单射.

证明. 习题.

要给可数模型构造极小初等内扩张, 我们还需要一个引理和习题 1.4.2
引入的记号 cardM .
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引理 2.5.6. 设 b ∈M |= PA, X ∈ PM ([0, b]) 且 cardM (X) > N, f : [0, b] →
M 是有穷函数. 则存在 M -有穷集合 Y ⊆ X, 使得 cardM (Y ) > N, f ↾ Y
是常函数或单射.

证明. 首先注意: 任意 M -有穷集合 Z, f−1(Z) = {a ≤ b : f(a) ∈ Z} 也是
M -有穷的.
分情况讨论如下.
(a) 若存在 j 使得 cardM (f−1(j) ∩X) > N, 只要令 Y = f−1(j) ∩X.
(b) 设对任意 j, cardM (f−1(j) ∩X) ∈ N. 故对任意 a ≤ b,

cardM (f−1(f(a)) ∩X) = cardM ({d ∈ X : f(d) = f(a)}) ∈ N. (2.5.1)

由于任意 n ∈ N, n2 < b, 故由溅出知, 存在 c < b 使得

b > c2 > c > N. (2.5.2)

以下构造可定义的严格递增序列 (ai : i ≤ c) 使得 ai ∈ X 且 f ↾ {ai : i ≤ c}
是单射. 我们只直观描述构造, 所得序列的可定义性由读者验证.

令 a0 = minX. 设 i < c, ai ∈ X. 由 (2.5.1) 及 (2.5.2) 知,

cardM (f−1{aj : j ≤ i} ∩X) < c2 < b.

故可定义

ai+1 = min
(
X − f−1{aj : j ≤ i}

)
.

最后令 Y = {ai : i ≤ c}.

证明定理 2.5.2. 设 M |= PA 是可数的, b ∈ M − N. 列举所有以 [0, b] 为定

义域的 M -有穷函数如下

f0, f1, . . . , fn, . . . (n ∈ N).

令X0 = [0, b]. 设 n ∈ N, Xn是 [0, b]的M -有穷子集且 cardM (Xn) > N.
对 Xn 和 fn 用引理 2.4.7, 记所得集合为 Xn+1. 令 p ∈ SM1 包含

{Xn − {a} : n ∈ N, a ∈ [0, b]}.

则 p 满足引理 2.4.5 的 (1) 和 (2). 故 M 的 p-扩张是 M 的极小初等内扩

张.

Blass 定理的证明并不能简单地推广至任意大小的非标准模型.

问题 2.5.7. 是否 PA 的非标准模型都有极小初等内扩张?



44 第二章 子模型和扩张

2.6 习题

习题 2.6.1. 设 N |= PA−, M 是 N 的子模型. 证明:

(1) M ⊆end N 当且仅当 M 是 N 的可乘前截,

(2) 若 M ⊆end N 则 M �Σ0 N 且 M |= PA−.

习题 2.6.2. 设 M |= PA, p 是 M 上的完全 1-型. 证明: M 的 p-扩张是 M

的外扩张, 当且仅当任意 M 上可定义一元函数 F 满足以下两种情况之一

(1) 存在 φ ∈ p 使 F ↾ φ(M) 是常函数;

(2) 任意 φ ∈ p, F ↾ φ(M) 是无界函数.

习题 2.6.3. 证明引理 2.5.5.

习题 2.6.4. 证明: 如下减弱引理 2.5.5 条件 (2), 此引理依然成立

• 任意 M -有穷函数 f : [0, b] → [0, b], 存在 X ∈ p ∩ PM ([0, b]) 使得

f ↾ X 是常函数或单射.
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在 Tennenbaum 定理 1.3.11 的证明中, 我们看到如何在非标准模型 M

中编码 N 的特定子集. 我们也看到 N 是所有一阶算术模型的前截, 通常称
一阶算术模型 M 的以下子集为其 标准前截 (standard cut):

{nM : n ∈ N}.

若 X 是模型 M 的子集, Y ⊆ X 是 X-相对 M-有穷的 (M -coded over X),
当且仅当存在 M -有穷集合 Z 使得 Y = X ∩ Z, 当且仅当存在 a ∈ M 使得

Y = {i ∈ X : i < len(a), (a)i = 1}. 令

Cod(M/X) = {Y ⊆ X : Y 是 X-相对 M -有穷的}.

当 M |= PA 时,

Cod(M/X) = {Y ⊆ X : 存在M -可定义的Z 使得Y = X ∩ Z}.

当 N视作M 的前截时, Cod(M/N)称为M 的标准系统 (standard system),
记作 SSy(M).

3.1 一点可计算性理论

我们需要一点可计算性理论的概念, 读者可以参考 [13, §3.2].
通过二进制展开形式, 可以用自然数编码有穷 01-序列. 通常用 2<N 记

所有有穷 01-序列构成的集合,用 ρ, σ, τ 等记 2<N 的元素. 对 σ ∈ 2<N,用 |σ|
记 σ ∈ 2<N 的长度, 当 i < |σ| 时用 σ(i) 记其第 i 位 (σ 有第 0, 1, . . . , |σ| − 1

位).
对 σ, τ ∈ 2<N, σ 是 τ 的 前缀 (记为 σ � τ), 当且仅当, |σ| ≤ |τ | 且对所

有 i < |σ|, σ(i) = τ(i). 当 σ 6= τ 且 σ � τ 时, 记 σ ≺ τ , 称 σ 为 τ 的 真前

缀.

45



46 第三章 SCOTT 集问题

若 A ⊆ N, 其 特征函数是以下函数

χA(n) : N → {0, 1}, χA(n) =

1 n ∈ A

0 n 6∈ A.

将 χA 看作可数长的 01-序列, A ↾ n 是 χA 的长度为 n 的前缀, 即: 令
σ = A ↾ n, 则 |σ| = n, 且对 i < n, σ(i) = χA(n).

设 A,B 为 N 的两个子集. A 是 B-可计算的 (记为 A ≤T B), 当且仅当
存在一个喻示图灵机 (oracle Turing machine) Φ, 使得任意 n ∈ N,

n ∈ A⇒ Φ(B;n) ↓= 1, n 6∈ A⇒ Φ(B;n) ↓= 0.

这里我们将采用喻示图灵机的一种等价定义. 一个喻示图灵机 Φ 是 2<N ×
N× N 的一个 Σ0(N)-子集, 且满足以下条件:

(1) 若 (σ,m, n) ∈ Φ 且 σ ≺ τ 则 (τ,m, n) ∈ Φ;

(2) 若 (σ,m, n), (σ,m, n′) ∈ Φ 则 n = n′.

用以上定义重新定义喻示图灵机的计算如下: 设 B ⊆ N, m,n ∈ N,

Φ(B;m) ↓= n 当且仅当 存在k ∈ N 使得(B ↾ k,m, n) ∈ Φ.

当我们不关心计算的输出时, 用 Φ(B;m) ↓ 表示存在 n 使 Φ(B;m) ↓= n; 用
Φ(B;m) ↑ 表示不存在 k, n 使 (B ↾ k,m, n) ∈ Φ. 由此可将 Φ(B) 看作一个

以 {m ∈ N : Φ(B;m) ↓} 定义域的函数. 当 Φ(B) = χA 时, 记 A = Φ(B). A
是 B-可计算的 (A ≤T B), 当且仅当存在喻示图灵机 Φ 使 A = Φ(B).

设 Φ 是上述的喻示图灵机, 则有 Σ0-公式 φ 使得

Φ = φ(N) = {(σ,m, n) ∈ 2<N × N× N : N |= φ(σ,m, n)}.

再设 M |= IΣ0, 令
ΦM = φ(M).

由 N �Σ0,end M 知,
ΦM ∩ 2<N × N× N = Φ.

这时, 我们还可以进一步假设 ΦM 满足上述条件 (1)(2).
两个 N 的子集 A,B 的 直和 (记为 A⊕B) 是以下集合

{2n : n ∈ A} ∪ {2n+ 1 : n ∈ B}.
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可以证明: 对任意 C ⊆ N, A ≤T C 且 B ≤T C 当且仅当 A⊕B ≤T C.
二叉树是另一个我们将要用到的概念. 一棵二叉树 T 是 2<N 的一个对

前缀封闭的子集, 即: T ⊆ 2<N, 且若 ρ ≺ σ ∈ T 则 ρ ∈ T . 一个可数 01-序列
p : N → {0, 1} 是二叉树 T 的一个 无穷分支, 当且仅当 p 的所有有穷前缀都

在 T 中. 令 [T ] 记 T 的所有无穷分支构成的集合.

3.2 Scott 集

一个 N 的子集族 (即 N 的幂集的子集) S 是一个 Scott 集, 当且仅当 S
满足以下条件

(1) N ∈ S;

(2) 若 A ≤T B ∈ S 则 A ∈ S;

(3) 若 A,B ∈ S 则 A⊕B ∈ S;

(4) 若 T ∈ S 是一个无穷二叉树, 则存在 p ∈ [T ] ∩ S.

定理 3.2.1 (Scott). 若 M |= IΣ1 是非标准模型, 则 SSy(M) 是 Scott 集.

证明. 容易证明: N ∈ SSy(M), 且若 A,B ∈ SSy(M) 则 A⊕B ∈ SSy(M).
设 A ≤T B ∈ SSy(M). 则有 b ∈M − N 使得

B = {n ∈ N : (b)n = 1},

且有喻示图灵机 Φ 使 A = Φ(B). 由喻示图灵机的定义知, 存在 Σ0-公式 φ

使得

Φ =
{
(σ,m, n) ∈ 2<N × N× N : N |= φ(σ,m, n)

}
.

令 θ(y) 记以下 Σ1(IΣ1)-公式

∃σ,w
(

len(σ) ≤ len(b) ∧ ∀i < len(σ)(σ(i) = (b)i)∧

∀i < len(y), j < 2((y)i = j ↔ φ(σ, i, j))
)
.

则对任意 n ∈ N,
M |= ∃y(len(y) = n ∧ θ(y)).

由溅出知, 存在 a ∈M − N 使

M |= θ(a),
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当然 len(a) 6∈ N. 则

A = {i ∈ N : (a)i = 1} ∈ SSy(M).

再设 T ∈ SSy(M) 是一棵无穷二叉树, c ∈M 编码了 T , 即

T = {σ ∈ 2<N : (c)σ = 1}.

令 ψ(σ, y) 记以下 Σ1-公式

len(σ) = y ∧ (c)σ = 1∧

∀z < y, ρ < σ(len(ρ) = z ∧ ∀w < z((ρ)w = (σ)w) → (c)ρ = 1).

则对任意 n ∈ N,
M |= ∃σ ψ(σ, n).

由溅出知, 存在 τ 使 ℓ = len(τ) ∈M − N 且 M |= ψ(τ, ℓ). 令

p : N → 2, p(n) = (τ)n.

则 p ∈ SSy(M) ∩ [T ].

Scott 还证明上面定理的逆命题对可数 Scott 集成立.

定理 3.2.2 (Scott). 可数的 Scott集都是某个可数非标准模型M 的 SSy(M).

我们预设读者了解一阶逻辑语法元素的哥德尔数, 从而也了解如何将一
个一阶理论等同于其元素的哥德尔数构成的自然数集合.

引理 3.2.3. 若 S 是 Scott 集, L′ 是往 LA 添加至多可数个常元符号所得的
一阶语言, Γ ∈ S 是协调的 L′-理论, 则存在 M |= Γ 使 Diage(M) ∈ S.

证明. 设 L′′ 是往 L′ 添加可数个常元符号 dn 所得的一阶语言. 按通常的方
法赋予 L′′ 的非逻辑符号哥德尔数, 并设 ⌜dn⌝ > n. 我们将 L′′-公式的有穷
集合等同于 2<N 的元素. 记哥德尔数等于 n 的 L′′-公式为 φn, 故

⌜φn⌝ = n.

构造一棵 Γ-可计算的二叉树 T , 其元素等同于 L′′-闭公式的有穷集合.
对 σ ∈ 2<N, 令

Λ(σ) = {ψ : σ(⌜ψ⌝) = 1}.

令 T0 = {∅}. 设 Ts 是有穷二叉树. σ ∈ Ts 是 Ts 的叶子, 当且仅当不存
在 τ ∈ Ts 且 σ ≺ τ . 称 Ts 的叶子 σ 是 s-坏的, 当且仅当以下条件之一成立
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• 存在 φ ∈ Γ, ⌜φ⌝ < |σ| 且 φ 6∈ Λ(σ);

• 存在一个哥德尔数 < s的 Λ(σ)-推演序列且其最后一个公式为 (0 = 1).

若 Ts 的叶子 σ 不是 s-坏的, 它就是 s-好的. 若 Ts 的叶子 σ 是 s-好的, 令

ℓ(σ) =

⌜ψ(x/d|σ|)⌝+ 1 s > 0 且φs−1 = ∃xψ ∈ Λ(σ)

|σ|+ 1 否则.

注意: 由于 ⌜d|σ|⌝ > |σ|, d|σ| 不会出现在 Λ(σ) 中. 再令

Ts(σ) = {τ ∈ 2≤ℓ(σ) : σ ≺ τ,

若s > 0 且φs−1 = ∃xψ ∈ Λ(σ) 且⌜ψ(x/d|σ|)⌝ < |τ | 则ψ(x/d|σ|) ∈ Λ(τ)},

定义

Ts+1 = Ts ∪
∪

{Ts(σ) : σ ∈ Ts 是s-好的叶子}.

不难证明 T =
∪
s∈N Ts 是 Γ-可计算的无穷二叉树, 从而 T ∈ S. 由 S 是

Scott 集知, 存在 p ∈ [T ] ∩ S. 由 T 的构造知,

Λ(p) = {φ ∈ L′′ : p(⌜φ⌝) = 1}

是 p-可计算的 Γ 的扩张, 且是极大协调的并具有 Henkin 性质. 由 Henkin
构造知, 存在 M |= Λ(p) 且 Diage(M) ≤T Λ(p).

证明定理 3.2.2. 设 S = {Xn : n ∈ N} 是可数的 Scott 集.
PA 是可计算的一阶理论, 故

{⌜φ⌝ : φ ∈ PA} ∈ S.

由引理 3.2.3 知, 存在 M0 |= PA 且 Diage(M0) ∈ S, 从而 SSy(M0) ⊆ S.
设 M0 ≺ · · · ≺ Mk 已定义且 Diage(Mk) ∈ S. 设 L′ 是 LA(Mk) 加入一

个新常元符号 d 所得的语言, 令

Γ = Diage(Mk) ∪ {(d)n = 1 : n ∈ Xk} ∪ {(d)n = 0 : n 6∈ Xk}.

则 Γ 是协调的且 Γ 是 Diage(Mk)⊕Xk-可计算的, 从而 Γ ∈ S. 由引理 3.2.3
知, 有 Mk+1 |= Γ 且 Diage(Mk+1) ∈ S. 由 Diage(Mk) ⊂ Diage(Mk+1) 知,
Mk ≺Mk+1.

最后, 令 M =
∪
k∈NMk, 则 M 符合要求.
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3.3 Friedman 嵌入定理

设 M 是模型, a⃗ = (a0, . . . , an−1) ∈Mn, 一个 M 上的 (m, a⃗)-型 p 是 可

计算的, 当且仅当
{φ(x⃗, y⃗) : φ(x⃗, a⃗) ∈ p}

是可计算的 (这里将公式 φ(x⃗, y⃗) 等同于其哥德尔数). 称 M 是 可计算地

饱和的或 递归地饱和的 (computably saturated, recursively saturated), 当
且仅当任意可计算的 (m, a⃗)-型 p 都可在 M 中实现, 即存在 b⃗ ∈ Mm 使得

b⃗ |= p.

命题 3.3.1. 任意 M 都有初等扩张 N 使得 |M | = |N | 且 N 是可计算地饱

和的.

命题 3.3.2. 设 M |= PA− 是可计算地饱和的.

(1) M 是非标准模型;

(2) 任意 a ∈ M 和 b⃗ = (b0, . . . , bn−1) ∈ Mn, 存在 c ∈ M 编码 tpM (a/⃗b),
即

{i ∈ N : (c)i = 1} = {⌜φ⌝ :M |= φ(a, b⃗)};

(3) 若 b⃗ = (b0, . . . , bn−1) ∈Mn, p 是 M 上的 (m, b⃗)-型且

{⌜φ⌝ : φ(x⃗, b⃗) ∈ p} ∈ SSy(M),

则 p 在 M 中被实现, 即有 a⃗ ∈Mm 满足 p.

证明. 习题.

定理 3.2.2 可以加强为以下结论, 只需略微修改其证明.

定理 3.3.3. 可数的 Scott 集都是某个可数且可计算地饱和的非标准模型 M

的 SSy(M).

证明. 习题.

定理 3.3.4 (Friedman). 设 M 和 N 都是可计算地饱和的 PA-模型, M 是

可数的且 M ≡ N . 则

(1) SSy(M) ⊆ SSy(N) 当且仅当 M � N ;
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(2) 若 N 也是可数的, 则 SSy(M) = SSy(N) 当且仅当 M ∼= N .

证明. 这里只证明 (1). 显然, 当 M � N 时, SSy(M) ⊆ SSy(N).
下面设 SSy(M) ⊆ SSy(N), 并且设

M = {an : n ∈ N}.

对 a⃗ = (a0, . . . , an−1), LA(⃗a) 是往 LA 添加新常元符号 a0, . . . , an−1 所

得的语言, (M ; a⃗) 记 M 自然地膨胀所得的 LA(⃗a)-模型; 同理可对 b⃗ =

(b0, . . . , bn−1) ∈ Nn 定义 (N ; b⃗). 当 n = 0 时, a⃗ = b⃗ = ∅, (M ; a⃗) = M ,
(N ; b⃗) = N .
由前提知, (M ; ∅) ≡ (N ; ∅). 设 a⃗ = (a0, . . . , an−1) ∈Mn, b⃗ = (b0, . . . , bn−1) ∈

Nn, 且 (M ; a⃗) ≡ (N ; b⃗). 由命题 3.3.2 知,

X = {⌜φ⌝ :M |= φ(an, a⃗)} ∈ SSy(M);

由 SSy(M) ⊆ SSy(N) 知, 存在 c ∈ N 编码 X; 又由 (M ; a⃗) ≡ (N ; b⃗) 知,

p = {φ(x, b⃗) :M |= φ(x, a⃗)} = {φ(x, b⃗) : ⌜φ⌝ ∈ X}

是 N 上的型; 故由命题 3.3.2 知, 存在 bn ∈ N 满足 p. 从而

(M ; a0, . . . , an−1, an) ≡ (N ; b0, . . . , bn−1, bn).

如此便可找到 b0, b1, . . . 使得 an 7→ bn 是一个从 M 到 N 的初等嵌入.

3.4 不可数的 Scott 集

定理 3.4.1 (Knight, Nadel). 任意基数 ≤ ℵ1 的 Scott 集都是某个 M 的

SSy(M).

Knight-Nadel 定理有若干已知的证明, 其中一个比较新的证明要用可计
算饱和性质和 Friedman 嵌入定理.

证明. 这是 Dolich 等 [2] 给出的证明.
设 S 是 Scott集且 |S| = ℵ1. 类似引理 3.2.3的证明,取 PA的完备化 Γ

(即 PA ⊂ Γ且 Γ是极大协调的 LA-理论),使 Γ ∈ S. 再取一族 (Sα : α < ℵ1)

使得

• Γ ∈ S0;
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• 每个 Sα 都是可数的;

• 当 α < β < ℵ1 时 Sα ⊂ Sβ;

•
∪
α<ℵ1

Sα = S.

由定理 3.3.3, 取可数的、可计算地饱和的 Mα |= Γ 使 SSy(Mα) = Sα. 由
Friedman 嵌入定理, 当 α < β < ℵ1 时, 存在初等嵌入 fαβ : Mα → Mβ. 我
们还可以保证, 当 α < β < γ < ℵ1 时,

fβγ ◦ fαβ = fαγ .

如此, 当 α < β < ℵ1 时, 便可将 Mα 等同于 Mβ 的子模型, fαβ 等同于包含
映射. 这时

M =
∪
α<ℵ1

Mα

就是满足结论的模型.

还有一种方法是利用 Ehrenfeucht 引理.

引理 3.4.2 (Ehrenfeucht). 设 S 是 Scott 集, X ∈ S, M |= PA 是可数的且
SSy(M) ⊆ S, 则存在 M 的初等扩张 N 使 X ∈ SSy(N) ⊆ S.

容易看到, Nadel-Knight 定理是 Ehrenfeucht 引理的直接推论. Ehren-
feucht 引理也有几个不同的证明. 这里我们介绍一个比较直接的构造性证
明.

证明 Ehrenfeucht 引理. 设 S, X,M 如引理所述. 取 b ∈ M − N, 我们将
构造一个以 b 为上界的 q ∈ SM1 , 使得若 N = M(c) 是 M 的 q-扩张,
tpN (c/M) = q, 则 X ∈ SSy(N) ⊆ S; 为此我们要保证, 若 f : b → M 是

M -有穷的, 则
{i ∈ N : (f(c))i = 1} ∈ S.

列举所有的 M -有穷 f : b→M 如下

f0, f1, . . . , fn, . . .

不妨设 f0 : b→ b 是恒等函数.
首先, 令

p = {x < b} ∪ {(x)i = X(i) : i ∈ N} =
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则 p 是 M -上的 1-型, 且若 N =M(c) 而 c |= p, 则

X = {i ∈ N : (c)i = 1} ∈ SSy(N).

引入一个临时记号: 设 0 < k ∈ N, 令[
2<N

]k
= {(σ0, . . . , σk−1) ∈ (2<N)k : |σ0| = . . . = |σk−1|}.

再令

T0 =

{
(σ0, σ1) ∈

[
2<N

]2
:M |= ∃x < b∀i < len(σ0)

(
(x)i = σ0(i) ∧ (f0(x))i = σ1(i)

)}
.

则 T0 ∈ SSy(M) 是一棵无穷 4-叉树; X ⊕ T0 可计算一棵无穷二叉树

TX0 = {σ1 ∈ 2<N : 存在σ0 使得σ0 ≺ X 且(σ0, σ1) ∈ T0}.

故 TX0 ∈ S, 从而有 X0 ∈ S ∩ [TX0 ]. 令

p0 = p ∪ {(f0(x))i = X0(i) : i ∈ N},

则 p0 是 M 上的 1-型. 若 N =M(c) 且 c |= p0 则

X = {i ∈ N : (c)i = 1}, X0 = {i ∈ N : (f0(c))i = 1} ∈ SSy(N) ∩ S.

设已定义 X0, . . . , Xk−1 ∈ S 使得

pk−1 = p ∪
∪
j<k

{(fj(x))i = Xj(i) : i ∈ N}

是 M 上的 1-型. 令

Tk =

σ⃗ ∈
[
2<N

]k+2
:M |= ∃x < b∀i < len(σ0)

(
(x)i = σ0(i) ∧

∧
j<k+1

(fj(x))i = σj+1(i)
) .

则 Tk ∈ SSy(M). X ⊕
⊕

j<kXj ⊕ Tk 可计算一棵无穷二叉树

T
X⊕

⊕
j<kXj

k = {σk+1 ∈ 2<N : 存在σ0, . . . , σk 使得σ0 ≺ X,σj+1 ≺ Xj(j < k), σ⃗ ∈ Tk}.

故有 Xk ∈ S 是 T
X⊕

⊕
j<kXj

k 的无穷分支. 令

pk = pk−1 ∪ {(fk(x))i = Xk(i) : i ∈ N}.

最后, 令 q 是
∪
k pk 的一个完全扩张.

问题 3.4.3. 是否任意 Scott 集都是某个算术模型的标准系统?
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在这一章中, n 总是指某个标准自然数.
这一章将需要一个略微精细的 Tarski 判别准则.

定理 4.0.1 (Tarski 判别准则). 设 Γ 是一个对子公式封闭的公式集合 (即任
意 φ ∈ Γ, φ 的任意子公式也属于 Γ), M 是 N 的子模型, 则以下两个命题
等价

(1) M �Γ N ;

(2) 任意 φ(x, y⃗) ∈ Γ 和 a⃗ ∈M |y⃗|, 若 φ(N, a⃗) 非空则 φ(N, a⃗) ∩M 非空.

算术层次中的 Σn, Πn 都是对子公式封闭的公式集合.

4.1 算术化一阶算术

读者应该已经通过哥德尔不完全性定理的证明了解如何编码 LA 的语
法元素. 我们指定 LA 基本符号的哥德尔数如下:

⌜(⌝ = 0, ⌜)⌝ = 1, ⌜¬⌝ = 2, ⌜∧⌝ = 3, ⌜∨⌝ = 4, ⌜→⌝ = 5,

⌜∀⌝ = 6, ⌜∃⌝ = 7, ⌜=⌝ = 8, ⌜+⌝ = 9, ⌜×⌝ = 10, ⌜<⌝ = 11,

⌜0⌝ = 12, ⌜1⌝ = 13, ⌜xi⌝ = 〈14, i〉.

由 LA 基本符号构成的有穷串 s (称为 LA-符号串) 是一个定义域为某个自
然数 n = {0, 1, . . . , n− 1} 的函数, 这样就可以定义 s 的哥德尔数为

⌜s⌝ =
n−1∑
i=0

2⟨i,⌜s(i)⌝⟩ + 2m+1,

其中 m = max{〈i, ⌜s(i)⌝〉 : i < n}.

55
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令 Var(x) 记以下 Σ0(IΣ0) 公式

∃xi < x(x = 〈14, xi〉),

令 TermAdd(x, y, z) 记以下 Σ0(IΣ1) 公式

∃xn < x, yn < y
(

Func(x, xn) ∧ Func(y, yn) ∧ Func(z, xn + yn + 3)∧

∀u < xn(x(u) = z(u)) ∧ ∀u < yn(y(u) = z(xn + u))∧

z(0) = 0 ∧ z(xn + 1) = 9 ∧ z(xn + yn + 2) = 1
)
.

TermAdd(x, y, z)的直观含义是在 x, y 编码的符号串中间插入 +、两边加上

括号得到 z 所编码的符号串. 类似可定义 TermMul(x, y, z).
令 TermAtm(x, y) 记以下 Σ0(IΣ1) 公式

Func(x, 1) ∧ x(0) = y ∧ (y = ⌜0⌝ ∨ y = ⌜1⌝ ∨ Var(y)),

令 Tseq(x, xs, y) 记以下 Σ0(IΣ1) 公式

(x = 0 ∨ x 6= len(xs) → y = 1)∧(
x > 0 ∧ x = len(xs) → ∃z < 2

(
y = xs − 2x + z2x + 2x+1∧(

z = 1 ↔ ∃w < xTermAtm(x,w)∨

∃u < x, v < x
(
(xs)u = 1∧(xs)v = 1∧(TermAdd(u, v, x)∨TermMul(u, v, x))

))))
.

则 IΣ1 可证明 Tseq(x, xs, y) 定义了一个二元函数, 记为 HTseq(x, xs) =

y. 由递归定理知, 存在 Σ1(IΣ1)-公式定义一个满足以下条件的一元函数
Termseq(x):

Termseq(0) = 1,

Termseq(x+ 1) = HTseq(x,Termseq(x)).

y = Termseq(x + 1) 的直观含义是: y 的二进制展开形式编码了一个长度为
x+ 1 的 01-序列, 其第 i-位 (y)i = 1 当且仅当 i 是一个项的哥德尔数.

再令 Term(x) 记以下公式

∃y(y = Termseq(x+ 1) ∧ (y)x = 1).

可以证明 Term(x) 是 ∆1(IΣ1)-公式; 且对 n ∈ N, n 是一个 LA-项的哥德尔
数, 当且仅当 N |= Term(n).
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命题 4.1.1. 设 M |= IΣ1, n ∈ N.

(1) n 是一个 LA-项的哥德尔数, 当且仅当 M |= Term(n).

(2) 算术化的项唯一可读性在 M 中成立, 即 M 满足以下公式的全称概括

Term(x) → TermAtm(x)∨

∃!x0 < x, x1 < x
(

Term(x0) ∧ Term(x1)∧

(TermAdd(x0, x1, x) ∨ TermMul(x0, x1, x))
)
.

以下我们将采用不那么形式化的方法讨论一阶算术中其它语法、语义概

念的算术化.
令 y = Vseq(x, xA, xs) 记满足以下条件的 Σ0(IΣ1)-函数

• 若 x = 0 或 ¬Term(x) 或 xA 不编码一个函数或 xs 不编码一个以 x

(即所有小于 x− 1 的 “自然数”) 为定义域的函数, 则 y = 1 (编码了空
串);

• 若 x > 0, Term(x− 1) 且 xs 编码一个以 x− 1 为定义域的函数, 则 y

编码一个以 x 为定义域的函数且满足下面条件

– 任意 u < x− 1, y(u) = xs(u);

– 若 x− 1 是常元项 0 的哥德尔数, 则 y(x− 1) = 1;

– 若 x− 1 是常元项 1 的哥德尔数, 则 y(x− 1) = 2;

– 若 x− 1 是变元项 xi 的哥德尔数且 ⌜xi⌝ = 〈14, i〉 在 xA (编码的
函数的) 定义域中, 则 y(x− 1) = xA(〈14, i〉) + 1;

– 若存在 u < x−1, v < x−1, Term(u)∧Term(v)∧TermAdd(u, v, x−
1), 且 xs(u) > 0, xs(v) > 0 则 y(x− 1) = xs(u) + xs(v)− 1;

– 若存在 u < x−1, v < x−1, Term(u)∧Term(v)∧TermMul(u, v, x−
1), 且 xs(u) > 0, xs(v) > 0 则 y(x− 1) = (xs(u)− 1)× (xs(v)−
1) + 1;

– 若以上情况都不成立, 则 y(x− 1) = 0.

由递归定理知, 存在 Σ1(IΣ1) 可定义函数 y = Valseq(x, xA) 满足以下递归
定义

Valseq(0, xA) = 1,

Valseq(x+ 1, xA) = Vseq(x+ 1, xA,Valseq(x, xA)).



58 第四章 PA 的片段

y = Valseq(x, xA) 的直观含义是: 若 xA 编码一个 “有穷” 指派 (即定义域是
“有穷” 多个变元符号的指派), 则 y 编码了所有哥德尔数 < x 的项在此指派

下的取值 +1; 若某个 u < x 不是项的哥德尔数或其编码的项包含不在 xA

定义域中的变元符号, 则 y(u) = 0.
再令 Val(xt, xA, xv) 记以下 Σ1(IΣ1) 公式

∃y(y = Valseq(xt + 1, xA) ∧ xv = y(xt)).

命题 4.1.2. (1) IΣ1 ` ∀xt, xA∃!xv Val(xt, xA, xv),即 Val定义了一个 ∆1-
二元函数.

(2) 设 M |= IΣ1, t 是一个 LA-项, σ 是一个定义域包含 t 中所有变元符

号的有穷 M -指派, b = tM,σ. 再设 ⌜t⌝ 是 t 的哥德尔数, f ∈ M 是

M -有穷函数且任意变元符号 xi ∈ domσ, f(⌜xi⌝) = σ(xi). 则

M |= Val(⌜t⌝, f, b+ 1).

证明. 习题.

类似项概念的算术化,我们有 Σ0(IΣ1)公式: FmlEq(x, y, z), FmlLess(x, y, z),
FmlNeg(x, y), FmlCnj(x, y, z), FmlDsj(x, y, z), FmlImp(x, y, z), FmlBU(u, v, x, y),
FmlBE(u, v, x, y), FmlU(x, y, z), FmlE(x, y, z). 并且, 若 M |= IΣ1, 则对
LA-项 t0 和 t1,

• M |= FmlEq(⌜t0⌝, ⌜t1⌝, a), 当且仅当 a = ⌜(t0 = t1)⌝;

• M |= FmlLess(⌜t0⌝, ⌜t1⌝, a), 当且仅当 a = ⌜(t0 < t1)⌝;

对 LA-公式 φ,ψ 和变元符号 xi, xj , 对 M 中 a = ⌜φ⌝, b = ⌜ψ⌝,

• M |= FmlNeg(a, c) 当且仅当 c = ⌜(¬φ)⌝;

• M |= FmlCnj(a, b, c) 当且仅当 c = ⌜(φ ∧ ψ)⌝;

• M |= FmlDsj(a, b, c) 当且仅当 c = ⌜(φ ∨ ψ)⌝;

• M |= FmlImp(a, b, c) 当且仅当 c = ⌜(φ→ ψ)⌝;

• M |= FmlBU(⌜xi⌝, ⌜xj⌝, a, c) 当且仅当 c = ⌜(∀xi < xjφ)⌝;

• M |= FmlBE(⌜xi⌝, ⌜xj⌝, a, c) 当且仅当 c = ⌜(∃xi < xjφ)⌝;
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• M |= FmlU(⌜xi⌝, a, c) 当且仅当 c = ⌜(∀xiφ)⌝;

• M |= FmlE(⌜xi⌝, a, c) 当且仅当 c = ⌜(∃xiφ)⌝.

我们还可以构造 Σ0(IΣ1)-函数 xs = Fmlseq(x) 使得: 任意 M |= IΣ1,
M |= s = Fmlseq(a) 当且仅当

• s 编码一个长度为 a 的 M -有穷 01-序列;

• 对任意 i < a, (s)i = 1 当且仅当以下条件之一成立

– 存在 b < i, c < i 使

M |= Term(b) ∧ Term(c) ∧ (FmlEq(b, c, i) ∨ FmlLess(b, c, i));

– 存在 j < i 使 M |= (s)j = 1 ∧ FmlNeg(j, i);

– 存在 j < i, k < i 使 (s)j = (s)k = 1 且

M |= FmlCnj(j, i) ∨ FmlDsj(j, k, i) ∨ FmlImp(j, k, i);

– 存在 j < i, k < i, ℓ < j 使 (s)ℓ = 1 且

M |= FmlBU(⌜xj⌝, ⌜xk⌝, ℓ, i) ∨ FmlBE(⌜xj⌝, ⌜xk⌝, ℓ, i);

– 存在 j < i, ℓ < j 使 (s)ℓ = 1 且

M |= FmlU(⌜xj⌝, ℓ, i) ∨ FmlE(⌜xj⌝, ℓ, i).

令 Fml(x) 记以下 Σ1(IΣ1) 公式

∃xs(xs = Fmlseq(x+ 1) ∧ (xs)x = 1).

命题 4.1.3. Fml ∈ ∆1(IΣ1), 且 IΣ1 可证明算术化的公式唯一可读性.

我们还可以构造一系列 Σ1(IΣ1) 公式 FmlΣn 和 FmlΠn , 使得对任意
φ ∈ LA 和 n ∈ N,

φ ∈ Σn ⇔ IΣ1 ` FmlΣn(⌜φ⌝), φ ∈ Πn ⇔ IΣ1 ` FmlΠn(⌜φ⌝).

要算术化满足关系,我们需要算术化对指派的一个操作. 令 y = xA(xu|xv)
记一个表达以下含义的 Σ0(IΣ1) 公式
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• xA 和 y 编码两个定义域相同的函数, y(xu) = xv, 对定义域中的 z 6=
xu, y(z) = xA(z).

设 M |= IΣ1 且 M |= f ′ = f(b|c), 则 f, f ′ 都是 M -有穷函数, 且

f ′(e) =

f(e) b 6= e ∈ dom(f)

c e = b ∈ dom(f).

再设 m ∈M , f : m+ 1 → m+ 1 是一个 M -有穷函数, 由于

2⟨0,m⟩ + · · ·+ 2⟨m,m⟩ + 2⟨m,m⟩+1 < (m+ 3)22m(m+1) < 22(m+2)2 ,

M 中存在 a < 22(m+2)2 编码 f .
令 y = SmatrixΣ0(x, xm, xs)记满足以下条件的 Σ1(IΣ1)公式: 设 M |=

IΣ1 且 M |= s = SmatrixΣ0(a,m, s
′), 若 s′ 不编码一个以 D′ = {〈i, g〉 : i <

a, g 是M -有穷函数且其编码 < 22(m+2)2} 为定义域的 M -有穷函数, 则 s = 1

(编码空集). 若 s′ 编码一个以 D′ 为定义域的 M -有穷函数 f ′, 则 s 编码一

个 M -有穷函数 f ,

dom f = D = {〈i, g〉 : i ≤ a, g 是M -有穷函数且其编码 < 22(m+2)2},

f ↾ D′ = f ′, 且对 〈a, g〉 ∈ D, f(〈a, g〉) 由以下规则确定

• 若 M |= ¬FmlΣ0(a) 则 f(〈a, g〉) = 2;

• 若存在 c0 < a, c1 < a 使 M |= Term(c0) ∧ Term(c1) 且 M |=
FmlEq(c0, c1, a), 则存在 d0, d1 使 M |= Val(ci, g, di) (i = 0, 1), 则

f(〈a, g〉) =


1 d0 = d1 > 0

0 d0 > 0, d1 > 0, d0 6= d1

2 否则;

• 若存在 c0 < a, c1 < a 使 M |= Term(c0) ∧ Term(c1) 且 M |=
FmlLess(c0, c1, a), 则存在 d0, d1 使 M |= Val(ci, g, di) (i = 0, 1), 则

f(〈a, g〉) =


1 d1 > d1 > 0

0 d0 ≥ d1 > 0

2 否则;
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• 若存在 c < a 使 M |= FmlNeg(c, a), 则

f(〈a, g〉) =

1− f ′(〈c, g〉) f ′(〈c, g〉) < 2

f ′(〈c, g〉) f ′(〈c, g〉) ≥ 2;

• 若存在 c0 < a, c1 < a 使 M |= FmlCnj(c0, c1, a), 则

f(〈a, g〉) =


1 f ′(〈c0, g〉) = f ′(〈c1, g〉) = 1

0 f ′(〈c0, g〉) = 0 或f ′(〈c1, g〉) = 0

2 否则;

• 若存在 c0 < a, c1 < a 使 M |= FmlDsj(c0, c1, a), 则

f(〈a, g〉) =


1 f ′(〈c0, g〉) = 1 或f ′(〈c1, g〉) = 1

0 f ′(〈c0, g〉) = f ′(〈c1, g〉) = 0

2 否则;

• 若存在 c0 < a, c1 < a 使 M |= FmlImp(c0, c1, a), 则

f(〈a, g〉) =


1 f ′(〈c0, g〉) = 0 或f ′(〈c1, g〉) = 1

0 f ′(〈c0, g〉) = 1 且f ′(〈c1, g〉) = 0

2 否则;

• 设存在 c0 < a, c1 < a, a′ < a 使 M |= FmlBU(c0, c1, a
′, a), 若 c1 6∈

dom g 则 f(〈a, g〉) = 2, 若 c1 ∈ dom g 则 f(〈a, g〉) < 2, 且

M |= f(〈a, g〉) = 1 ↔

∀〈a′, g′〉 ∈ D′(∃y < g(c1)g
′ = g(c0|y) → f ′(〈a′, g′〉) = 1

)
;

• 设存在 c0 < a, c1 < a, a′ < a 使 M |= FmlBE(c0, c1, a′, a), 若 c1 6∈
dom g 则 f(〈a, g〉) = 2, 若 c1 ∈ dom g 的定义域中则 f(〈a, g〉) < 2, 且

M |= f(〈a, g〉) = 1 ↔

∃〈a′, g′〉 ∈ D′(∃y < g(c1)g
′ = g(c0|y) ∧ f ′(〈a′, b′〉) = 1

)
.
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再取 Σ1(IΣ1) 公式 xs = SatmatrixΣ0(x, xm) 使之定义一个满足以下递

归条件的二元函数

SatmatrixΣ0(0, xm) = 1,

SatmatrixΣ0(x+ 1, xm) = SmatrixΣ0(x, xm, SatmatrixΣ0(x, xm)).

令 SatΣ0(x, xA) 记以下 Σ1(IΣ1) 公式

FmlΣ0(x) ∧ ∃xm, xs(xs = SatmatrixΣ0(x, xm) ∧ xs(〈x, xA〉) = 1).

我们也用 SatΠ0 记 SatΣ0 .
为了方便使用 SatΣ0 和后面的 SatΣn 等, 我们引入一点记号约定. 设

φ(x⃗) ∈ LA, M |= IΣ1, a⃗ ∈ M |x⃗|, 我们将用 a⃗ 同时表示将 x⃗ 的各变元映射为

a⃗ 对应分量的 M -有穷指派 (的编码), 这样就可以采用如下记号

M |= SatΣ0(⌜φ⌝, a⃗).

当 x⃗ = (xi1 , . . . , xin), 我们将用 [a1, . . . , an] 记上述意义上的 a⃗, 即一个将
xi1 , . . . , xin 分别映射为 a1, . . . , an 的有穷指派, 故我们也会采用如下记号

M |= SatΣ0(⌜φ⌝, [a1, . . . , an]).

命题 4.1.4. (1) SatΣ0 ∈ ∆1(IΣ1).

(2) 设 M |= IΣ1, φ(x⃗) 是 Σ0-公式, a⃗ ∈M |x⃗|, 则

M |= SatΣ0(⌜φ⌝, a⃗) ⇔ M |= φ(⃗a).

我们可以递归地定义 SatΣn+1(x, xA) 使之表达如下命题

• 存在定义域 < x、取值不大于 x 的函数 xfs 使得 xfs(0) 是一个 Πn-公
式的哥德尔数, 每个 xfs(i + 1) 编码一个由 xfs(i) 编码的公式加上存

在量词所得的公式, xfs(xn − 1) = x,

• 同时存在一个函数 xB, xB 和 xA 在 x 编码的公式的自由变元的哥德

尔数上取值一致, 且 SatΠn(xfs(0), xB);

同时可递归地定义 SatΠn+1(x, xA) 使之表达如下命题

• 存在定义域 < x、取值不大于 x 的函数 xfs 使得 xfs(0) 是一个 Σn-公
式的哥德尔数, 每个 xfs(i + 1) 编码一个由 xfs(i) 编码的公式加上全

称量词所得的公式, xfs(xn − 1) = x,



4.1 算术化一阶算术 63

• 同时对任意函数 xB, 若 xB 和 xA 在 x 编码的公式的自由变元的哥德

尔数上取值一致且在 x 所编码的公式中出现的所有变元符号有定义,
则 SatΣn(xfs(0), xB).

注意: 当 x 指代 Σn+1 公式的哥德尔数时, 此公式可以由一个 Πn 公式加若

干次存在量词获得, 而加量词的次数当然小于公式的长度, 也就小于其哥德
尔数, 而且此公式所有子公式的哥德尔数总是小于 x, 故这时存在 xfs 指代

的 “有穷函数”; 而上述约束条件又保证 “存在如此的 xfs” 接近一个有界量
词.

命题 4.1.5. 设 n > 0, M |= IΣ1, φ(x⃗) ∈ LA, a⃗ ∈M |x⃗|.

(1) SatΣn ∈ Σn(IΣ1), SatΠn ∈ Πn(IΣ1).

(2) 若 φ(x⃗) 是 Σn-公式, 则

M |= SatΣn(⌜φ⌝, a⃗) ⇔ M |= φ(⃗a).

(3) 若 φ(x⃗) 是 Πn-公式, 则

M |= SatΠn(⌜φ⌝, a⃗) ⇔ M |= φ(⃗a).

SatΣn 让我们看到算术分层是严格的.

定理 4.1.6 (Kleene). (1) SatΣn+1(N) 6∈ Σn(N) ∪ Πn(N), SatΠn+1(N) 6∈
Σn(N) ∪Πn(N);

(2) SatΣn+1 6∈ Σn(PA) ∪Πn(PA), SatΠn+1 6∈ Σn(PA) ∪Πn(PA).

证明. (1) 假设 SatΣn+1 ∈ Σn(PA), 则在 N 中可定义如下 Σn+1-子集

X = {i ∈ N : 存在φ(x) ∈ Σn+1 使得i = ⌜φ⌝, N |= ¬ SatΣn+1(i, [i])}.

设 θ(x) ∈ Σn+1 使 X = θ(N), 再设 e = ⌜θ⌝. 则

N |= θ(e) ⇔ e ∈ X ⇔ N |= ¬ SatΣn+1(e, [e]) ⇔ N 6|= θ(e),

此矛盾说明 SatΣn+1 6∈ Σn(PA).
类似可证明 (1) 的其它结论.
(2) 是 (1) 的简单推论.



64 第四章 PA 的片段

我们还可以得到 Tarski 关于 “真” 不可以定义的结论.

定理 4.1.7 (Tarski). {⌜φ⌝ : φ ∈ LA 是闭公式,N |= φ} 不是 N-上可定义的.

最后, 需要注意一阶算术算术化中的一点微妙之处. 设 M |= IΣ1, a ∈
M 且 M |= Term(a).

• 若 a ∈ N, 这时存在 LA-项 t 使 a = ⌜t⌝;

• 若 a 6∈ N, 这时 M “认为” a 是某个 “项” 的哥德尔数, 但在我们看来,
此 “项” 是一个非标准长度的序列、其中可能有非标准的变元符号, M
的 “看法” (M |= Term(a)) 没有 “现实” 意义.

类似地, 在一阶算术的算术化中, 通常我们只关心 (至少在本周的课上)
算术化所得的公式在 “现实” 的语法元素上应该有的语义如何, 比如满足关
系的算术化得到 SatΣn , 我们只感兴趣

• 若 φ(x⃗) 是 Σn-公式, 则

M |= SatΣn(⌜φ⌝, a⃗) ⇔ M |= φ(⃗a);

当 c ∈M − N 时, M |= SatΣn(⌜φ⌝, a⃗) 没有实际意义.

4.2 受限可定义闭包

设 M |= IΣ1, A ⊆ M , 称 M 的元素 b 是 ΣMn (A) 可定义的, 当且仅当
存在 φ(x, y⃗) ∈ Σn 和 a⃗ ∈ A|y⃗| 使得 {b} = φ(M, a⃗), 即

M |= φ(b, a⃗) ∧ ∃!xφ(x, a⃗).

M -中 A 的 Σn-可定义闭包是以下集合

KM
n (A) = dclMΣn

(A) = {b ∈M : b 是Σn(A) 可定义的}.

一个 LA(A)-公式 φ(x⃗, y) 定义了一个 M -上的 部分函数, 当且仅当

M |= ∀x⃗, y, y′(φ(x⃗, y) ∧ φ(x⃗, y′) → y = y′).

这时可记

F :⊆M |x⃗| →M, F (⃗b) = c ⇔ M |= φ(⃗b, c),
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F 的定义域为

domF = {⃗b ∈M |x⃗| :M |= ∃yφ(⃗b, y)}.

当 φ ∈ Σn(A) 时, 称 F 为一个 ΣMn (A)-部分函数或 Σn(A)-部分函数 (当
如此省略不会引起歧义时); 同理可定义 Πn(A)-部分函数. Σn-部分函数指
Σn(∅)-部分函数, 等等.
若 F 是 ΣMn -部分 k-元函数且 domF =Mk, 则 F 是 ΣMn -全函数. 当然

部分函数和全函数都是一般意义上的函数, 引入部分函数的概念只是为了区
分函数的定义域是否整个 Mk. 当 n > 0 时, Σn-部分函数的复合还是 Σn-部
分函数.
下面我们将常常用到一类特殊的 Σn+1-部分函数. 设M |= IΣn, φ(x, y⃗) ∈

Σn 或 Πn. 由 IΣn ` LΣn 和 IΣn ` LΠn 知, 可定义 M 上的部分函数如下

SkMφ :M |y⃗| →M, SkMφ (⃗a) = minφ(M, a⃗).

则 b = SkMφ (⃗a) 当且仅当

M |= φ(b, a⃗) ∧ ∀x < b ¬φ(x, a⃗).

故 SkMφ 是 ΣMn+1-部分函数, 且

dom SkMφ = {a⃗ : φ(M, a⃗) 6= ∅}.

暂且称 SkMφ 为 M 上 φ 的 标准 Skolem 函数, 当不会引起误解时记之为
Skφ.

命题 4.2.1. 设 A ⊆M |= IΣn, 则

KM
n+1(A) = {F (⃗a) : F 是ΣMn+1 部分函数且a⃗ ∈ domF ∩A|⃗a|}

= {π1 ◦ Skψ (⃗a) : ψ(x⃗, y) ∈ Πn, a⃗ ∈ A|x⃗|}.

故 KM
n+1(A) 对 ΣMn+1-部分函数封闭, 即任意 b0, . . . , bm−1 ∈ KM

n+1(A) 和任

意 ΣMn+1-部分函数 F , 若 b⃗ ∈ domF 则 F (⃗b) ∈ KM
n+1(A).

证明. 容易证明

KM
n+1(A) ⊇ {F (⃗a) : F 是ΣMn+1 部分函数且a⃗ ∈ domF ∩A|⃗a|}

⊇ {π1 ◦ Skψ (⃗a) : ψ(x⃗, y) ∈ Πn, a⃗ ∈ A|x⃗|}.
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现在只要证明

KM
n+1(A) ⊆ {π1 ◦ Skψ (⃗a) : ψ(x⃗, y) ∈ Πn, a⃗ ∈ A|x⃗|}.

任取 b ∈ KM
n+1(A), 则有 φ(x⃗, y) ∈ Σn+1 和 a⃗ ∈ A|x⃗| 使 b 是 φ(⃗a,M) 的唯一

元素. 再设 ψ(w, x⃗, y) ∈ Πn, φ = ∃wψ. 令 θ(x⃗, u) 记以下 Πn-公式

∃w < u, y < u(u = 〈w, y〉 ∧ ψ(w, x⃗, y)).

则

b = π1 ◦ Skθ (⃗a) ∈ {π1 ◦ Skψ (⃗a) : ψ(x⃗, y) ∈ Πn, a⃗ ∈ A|x⃗|}.

定理 4.2.2. 设 A ⊆M |= IΣn, 则 KM
n+1(A) �Σn+1 M .

证明. 注意 Σn+1-可定义闭包对 Cantor 配对封闭, 即: 若 b0, b1 ∈ KM
n+1(A),

则 〈b0, b1〉 ∈ KM
n+1(A). 根据推论 1.2.4 和 Tarski 判别准则, 只要证明: 若

φ(x, y) ∈ Σn+1, b ∈ KM
n+1(A) 且 φ(M, b) 非空, 则 φ(M, b) ∩KM

n+1(A) 非空.
由 b ∈ KM

n+1(A) 知, 存在 Σn+1-部分 k-元函数 F 和 a⃗ ∈ Ak 和使

b = F (⃗a).
设 φ(x, y) = ∃wψ(w, x, y), ψ ∈ Πn. 令 θ(u, y) 记以下 Πn 公式

∃w < u, x < u(u = 〈w, x〉 ∧ ψ(w, x, y)).

由 φ(M, b) 非空知, b ∈ dom Skθ. 故存在

〈c, d〉 = Skθ(b) = Skθ ◦F (⃗a) ∈ KM
n+1(A).

由 θ 的定义知 d ∈ φ(M, b); 故

d = π1 ◦ Skθ ◦F (⃗a) ∈ KM
n+1(A) ∩ φ(M, b).

一阶理论 Γ 是 可有穷公理化的, 当且仅当存在有穷一阶理论 ∆ 使得

Γ ` ∆, ∆ ` Γ.

定理 4.2.3 (Ryll-Nardzewski, 1952). PA 不可有穷公理化.
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证明. 假设存在有穷的 Γ 使得

Γ ` PA, PA ` Γ.

取 n > 0 使 Γ ⊂ Σn, 再取 PA 的非标准模型 M 和 a ∈M − N. 令

N = KM
n (a).

由定理 4.2.2 知 N �Σn M . 由 PA ` Γ, M |= PA 及 Γ ⊂ Σn 知, N |= Γ. 再
由 Γ ` PA 知, N |= PA.
由 N = KM

n (a) 知, a ∈ N − N, 且对任意 b ∈ N , 存在 φ(x, y) ∈ Σn 使

得

M |= ∀x(SatΣn(⌜φ⌝, [x, a]) → x = b).

以上满足关系右边是 Πn-公式, 由 N �Σn M 知

N |= ∀x(SatΣn(⌜φ⌝, [x, a]) → x = b).

注意 ⌜φ⌝ ∈ N. 因此对任意 c ∈ N − N,

N |= ∀z∃w < c ∀x(SatΣn(w, [x, a]) → x = z).

由渗入知, 存在 c ∈ N 满足以上条件. 但这意味着 N 的元素都是由 ≤ c 个

公式和 a 定义的, 故 |N | ≤ c, 与 N |= PA 矛盾.

由定理 4.2.2可知,当M |= IΣ0时, KM
n (A) |= PA−;而 Ryll-Nardzewski

定理的证明却告诉我们, 通常 KM
n (A) 6|= PA. 那么 KM

n (A) 能满足 PA 的哪
些片段?

定理 4.2.4. 设 A ⊆M |= IΣn. 则 KM
n+1(A) |= IΣn.

证明. 不妨设 A 对配对函数封闭. 令 N = KM
n+1(A), 则由定理 4.2.2 知

N �Σn+1 M.

任取 b ∈ N , 设 φ(x, y) ∈ Σn 且 φ(N, b) 6= ∅. 则有 ΣMn+1-部分函数 F 及

a ∈ A 使 b = F (a), 且 N |= ∃xφ(x, b). 故 M |= ∃xφ(x, b). 由 φ(M, b) 非空

知, b ∈ dom Skφ, 故

d = Skφ(b) = Skφ ◦F (a) ∈ N.
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由 Skφ 的定义知
M |= φ(d, b) ∧ ∀x < d ¬φ(x, b),

从而

N |= φ(d, b) ∧ ∀x < d ¬φ(x, b),

即 d = minφ(N, b). 这就证明 N |= LΣn, 故 N |= IΣn.

定理 4.2.5 (Parsons). 设 n > 0, M |= IΣn, a ∈ M − N. 则 KM
n+1(a) 6|=

BΣn+1.

证明. 这里要用到 SatΣn+1 . 由 SatΣn+1 ∈ Σn+1(IΣ1) 知, 存在 Πn-公式
θ(w, x, y) 使得

IΣ1 ` ∀xf , y(SatΣn+1(xf , y) ↔ ∃wθ(w, xf , y)).

设 N = KM
n+1(a). 则任意 b ∈ N 都有 Σn+1-公式 φ(x, y) 使得 {b} =

φ(M,a). 故

M |= ∃u θ(u, ⌜φ⌝, [b, a]) ∧ ∀u, v(θ(u, ⌜φ⌝, [v, a]) → v = b).

由定理 4.2.2 知, N �Σn+1 M , 故

N |= ∃u θ(u, ⌜φ⌝, [b, a]) ∧ ∀u, v(θ(u, ⌜φ⌝, [v, a]) → v = b).

令 ψ(w, xf , z) 记以下 LA(a)-公式

w > a+ 1 ∧ ∃u < w θ(u, xf , [z, a])∧

∀u < w, v < w(θ(u, xf , [v, a]) → v = z).

则 ψ ∈ Σn+1(BΣn), 且

N |= ∀z∃xf < a∃w ψ(z, xf , w).

不妨设 ψ = ∃v ψ0(v, w, xf , z), ψ0 ∈ Πn. 假设 N |= BΣn+1, 则存在 c ∈ N

使

N |= ∀z < a+ 1∃xf < a∃v < c,w < c ψ0(v, w, xf , z).

令

X = {〈b, e〉 ∈ N : b < a+ 1, e < a,N |= ∃v < c,w < c ψ0(v, w, e, b)},
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则 X 是 N 的有界 Πn-子集, 故 X 是 M -有穷的. 由 ψ 的选取可知, 任意
b < c+ 1 都有 e < c 使 〈b, e〉 ∈ X. 故有 M -有穷函数

f : a+ 1 → a, f(b) = min{e < a : 〈b, e〉 ∈ X}.

由 ψ 的选取还可知, f 是单射, 但这是不可能的.

由以上定理可得到如下推论.

推论 4.2.6. 设 n > 0, 则 IΣn 6` BΣn+1.

我们还可以得到 Ryll-Nardzewski 定理 4.2.3 的另一个证明.

Ryll-Nardzewski 定理的第二个证明. 设 ∆ 是有穷的一阶理论且 PA ` ∆.
则存在 n ∈ N 使 IΣn ` ∆, 不妨设 n > 0. 由 Parsons 定理知 ∆ 6` BΣn+1,
故 ∆ 6` PA.

4.3 受限可定义闭包生成的前截

这一节的主要目标是证明 BΣn 严格弱于 IΣn, 为此我们将借助 KM
n 构

造另一类子模型.
设 X ⊆M |= PA−, 令

supM (X) = {a ∈M : ∃b ∈ X(a ≤ b)} =
∪
b∈X

[0, b]M .

当 n ∈ N, A ⊆M |= IΣ1 时, 令

IMn (A) = supM (KM
n (A)).

通过上一节可知, IMn (A) 总是 M 的前截.

定理 4.3.1 (Paris and Kirby; Lessan). 设 n ∈ N, M |= IΣn+1, a ∈M − N.
则 IMn+1(a) |= BΣn+1 但 IMn+1(a) 6|= IΣn+1. 因此 BΣn+1 6` IΣn+1.

定理 4.3.2. 设 n ∈ N, A ⊆M |= IΣn. 则 IMn+1(A) �Σn M .

证明. 设 c < b ∈ KM
n+1(A); 再设 φ(u, v) ∈ Σn 且 φ(M, c) 非空.

由习题 1.4.10 知,

M |= ∃x∀v < b(∃u φ(u, v) → ∃u < x φ(u, v)).



70 第四章 PA 的片段

以上 ∀v < y(∃u φ(u, v) → ∃u < x φ(u, v)) 是 Σn+1(BΣn)-公式. 故有
ψ(w, x, y) ∈ Πn 使得

M |= ∀x, y
(
∃wψ(w, x, y) ↔ ∀v < y

(
∃u φ(u, v) → ∃u < x φ(u, v)

))
.

令 θ(z, y) 记 ∃w < z, x < z(z = 〈w, x〉 ∧ ψ(w, x, y)), 取 M 上 θ 的标准

Skolem 函数 Skθ. 则 e = Skθ(b) ∈ KM
n+1(A), e = 〈e0, e1〉 > e1 且

M |= ∀v < b(∃u φ(u, v) → ∃u < e1 φ(u, v)).

从而 φ(M, c) ∩ IMn (A) ⊇ φ(M, c) ∩ [0, e1]
M 非空.

运用定理 4.3.2, 可得到 Paris-Kirby-Lessan 定理 4.3.1 的一半. 我们先
证明以下引理.

引理 4.3.3. 设 M |= IΣn. 若 I 是 M 的真前截且 I ≺Σn M 则 I |= BΣn+1.

证明. 设 a ∈ I, φ(x, y) ∈ Πn(I) 且

I |= ∀x < a∃y φ(x, y).

由 I ≺Σn,end M 知,

M − I ⊆ J = {b ∈M :M |= ∀x < a∃y < b φ(x, y)}.

而 J 是 M 的 Πn-子集. 由渗入知, 存在 b ∈ I ∩ J . 再由 I ≺Σn M 知,

I |= ∀x < a∃y < b φ(x, y).

这就证明 I |= BΠn.

引理 4.3.4. 设 M |= IΣn+1, a ∈M − N. 则 IMn+1(a) |= BΣn+1.

证明. 先证明 IMn+1(a) 是 M 的真前截, 为此只需要证明 KM
n+1(a) 在 M 中有

上界. 任意 b ∈ KM
n+1(a), 有 φ(x, y) ∈ Σn+1 使得 {b} = φ(M,a), 故

M |= SatΣn+1(⌜φ⌝, [b, a]).

由 SatΣn+1 ∈ Σn+1(IΣ1)、习题 1.4.10 及 M |= IΣn+1 知, 存在 c ∈M 使得

M |= ∀w < a
(
∃x SatΣn+1(w, [x, a]) → ∃x < c SatΣn+1(w, [x, a])

)
.

故以上 b < c, 从而 KM
n+1(a) < c.

由定理 4.3.2 知, IMn+1(a) ≺Σn M ; 再由以上引理知 IMn+1(a) |= BΣn+1.
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为了证明 Paris-Kirby-Lessan 定理的另一半, 先证明 IMn+1(A) 的一个有

趣的性质.

引理 4.3.5. 设 n ∈ N, A ⊆ M |= IΣn, N = IMn+1(A). 则 KM
n+1(A) =

KN
n+1(A).

证明. 不妨设 A 对 Cantor 配对封闭. 由定理 4.3.2 知, N �Σn M . 由此可
知, 当 φ(x, y) ∈ Σn+1 且 a ∈ A 时, φ(N, a) ⊆ φ(M,a).
对任意 b ∈ KM

n+1(A), 有 a ∈ A, Πn-公式 ψ(w, x, y) 和 Σn+1-公式
φ(x, y) = ∃wψ 使 {b} = φ(M,a). 令

θ(u, y) = ∃w < u, x < u(u = 〈w, x〉 ∧ ψ(w, x, y)).

则 θ ∈ Πn(BΣn). 故 Skθ 是 ΣMn+1-部分函数, c = Skθ(a) ∈ KM
n+1(a). 由 b 和

ψ 的选取知, 有 d ∈ KM
n+1(a) ⊆ N 使 c = 〈d, g〉. 由 N �Σn M 知,

N |= ψ(d, b, a).

故 b ∈ φ(N, a). 结合上一段及 φ(M,a) = {b} 知, φ(N, a) = {b}. 这就证明
KM
n+1(A) ⊆ KN

n+1(A)

再证另一个包含关系. 设 b ∈ KN
n+1(A). 取 a ∈ A, ψ(w, x, y) ∈ Πn 和

φ(x, y) = ∃wψ 使 {b} = φ(N, a). 则 b ∈ φ(M,a). 如上, 令

θ(u, y) = ∃w < u, x < u(u = 〈w, x〉 ∧ ψ(w, x, y)).

则 Skθ 是 ΣMn+1-部分函数. 由 φ(M,a) 非空知, 存在 c = Skθ(a) ∈ KM
n+1(A).

设 c = 〈d, e〉,则M |= ψ(d, e, a)且 d, e ∈ N . 由 N �Σn M 知 N |= ψ(d, e, a),
从而 e ∈ φ(N, a). 故

b = e = π1(c) = π1 ◦ Skθ(a) ∈ KM
n+1(A).

因此 KN
n+1(A) ⊆ KM

n+1(A).

证明定理 4.3.1. 设 M |= IΣn+1, a ∈ M − N, N = IMn+1(a). 以上已知
N |= BΣn+1. 我们只要证明 N 6|= IΣn+1.

假设 N |= IΣn+1. 由习题 1.4.10 知, 存在 b ∈ N 使得

N |= ∀xf < a
(
∃y SatΣn+1(xf , [y, a]) → ∃y < b SatΣn+1(xf , [y, a])

)
.

由 a > N 知, KN
n+1(a) < b. 但由引理 4.3.5 及 N 的定义知, KN

n+1(a) 在 N

中无界.
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4.4 前截的迭代

通过第一章和前两节, 我们知道 BΣn, IΣn 形成一个严格的层次

. . .⇐ IΣn ⇐ BΣn+1 ⇐ IΣn+1 ⇐ . . .

在这一节, 我们将介绍 PA 的另一类片段及其与 BΣn, IΣn 的关系.
设 φ(x, y, z) ∈ LA, Pfun(φ, z) 是以下公式

∀x, y, y′(φ(x, y, z) ∧ φ(x, y′, z) → y = y′).

Pfun(φ, z) 的直观含义是: 参数 z 通过 φ 定义了一个部分函数. 若 φ ∈ Σn

(或 Πn) 则 Pfun(φ, z) ∈ Πn (或 Σn).
设在模型 M 上, φ(M,a) 定义了一个部分函数 F , 则

M |= Pfun(φ, a).

这时, M -有穷函数 f 是一个长度为 b 的 F -逼近, 当且仅当任意 i < b

M |= i+ 1 < b→ ∀x, y(x ≤ f(i) ∧ φ(x, y, a) → y ≤ f(i+ 1)).

再令 Apx(φ, xa, xb, xf ) 记以下公式

Func(xf , xb)∧∀xi < xb, x < xf , y
(
xi+1 < xb∧x ≤ xf (xi)∧φ(x, y, xa) →

y ≤ xf (xi + 1)
)
.

则 f ∈ M 是一个长度为 b 的 F -逼近, 当且仅当 M |= Apx(φ, a, b, f). 若
φ ∈ Σn (或 Πn) 则 Apx(φ, z) ∈ Πn (或 Σn(BΣn)).

F -逼近有如下简单性质.

命题 4.4.1. 设 M |= IΣ0, φ(x, y, a) 和 ψ(x, y, b) 分别定义了两个部分函数

F 和 G.

(1) 若存在 M 中长为 d 的 F -逼近且 d > c, 则也存在 M 中长为 c 的

F -逼近;

(2) 若对任意 d 总有 F (d) ≥ G(d), 则 M 中长为 c 的 F -逼近也是长为 c

的 G-逼近.

证明. 习题.
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令 Pφ 记以下语句

∀xa(Pfun(φ, xa) → ∀xb∃xf Apx(φ, xa, xb, xf )).

若 φ ∈ Σn 则 Pφ ∈ Πn+2.
令

PΣn = IΣ0 + {Pφ : φ ∈ Σn}.

命题 4.4.2. 设 n > 0.

IΣn+1 ` PΣn, PΣn ` IΣn.

证明. 习题, 利用 IΣn 与 B+Σn 的等价性.

定理 4.4.3. 设 n > 0, 则 PΣn 6` BΣn+1.

证明. 设 M |= IΣn+1 是非标准模型, 从而 M |= PΣn. 取 a ∈ M − N. 由
定理 4.2.4 知, KM

n+1(a) |= IΣn; 由定理 4.2.2 及以上对 Pφ 复杂性的分析知,
KM
n+1(a) |= PΣn. 又由 Parsons 定理 4.2.5 知, KM

n+1(a) 6|= BΣn+1.

定理 4.4.4. 设 n > 0, 则 PΣn +BΣn+1 6` IΣn+1.

设 Γ ⊆ LA, 一个模型 M 的 Γ-理论是以下集合

ThΓ(M) = {φ ∈ Γ : φ 是闭公式且M |= φ}.

引理 4.4.5. 设 A ⊆M |= IΣn+1, 则 IMn+1(A) |= ThΠn+2(M).

证明. 设 φ(x, y) ∈ Πn, M |= ∀x∃yφ. 再设 b ∈ IMn+1(A), 取 b̄ ∈ KM
n+1(A) 使

b < b̄. 由 M |= IΣn+1 知, 存在

c̄ = min{c ∈M :M |= ∀x < b̄∃y < c φ}.

以上 ∀x < xb∃y < xc φ 是 Πn(BΣn+1)-公式, 故 c̄ ∈ KM
n+1(A) 且

M |= ∀x < b̄∃y < c̄ φ.

由定理 4.3.2 知, IMn+1(A) �Σn M . 故

IMn+1(A) |= ∀x < b̄∃y < c̄ φ,

特别地, IMn+1(A) |= ∃yφ(b, y). 这就证明 IMn+1(A) |= ∀x∃yφ.
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证明定理 4.4.4. 设 M |= IΣn+1, a ∈ M − N. 令 N = IMn+1(a), 则由上
一节知 N |= BΣn+1, 但 N 6|= IΣn+1; 由以上引理及 IΣn+1 ` PΣn 知,
N |= PΣn.

在本节的最后, 我们证明下面定理.

定理 4.4.6. 设 n > 0, 则 BΣn+1 6` PΣn.

为此, 我们需要通过迭代 IMn 构造另一类子模型. 设 A ⊆ M |= IΣ1. 对
n, k ∈ N, 令

HM
n,0(A) = IMn (A), HM

n,k+1(A) = IMn (HM
n,k(A)),

并令 HM
n (A) =

∪
k∈NH

M
n,k(A).

引理 4.4.7. 设 A ⊆M |= IΣn, 则 HM
n (A) �Σn M .

证明. 若 n = 0, 由 HM
n (A) ⊆end M 知 HM

n (A) �Σn M .
设 n > 0. 任取 b ∈ HM

n,k(A), φ(x, y) ∈ Σn, 且 φ(M, b) 非空. 由定理
4.2.2 知,

HM
n,k+1(A) = KM

n (HM
n,k(A)) �Σn M,

从而

φ(M, b) ∩HM
n (A) ⊇ φ(M, b) ∩HM

n,k+1(A) 6= ∅.

这就证明 HM
n (A) �Σn M .

定理 4.4.8. 设 n > 0, M |= IΣn+1, a ∈ M − N. 则 HM
n (a) |= BΣn+1 但

HM
n (a) 6|= PΣn.

证明. 令 N = HM
n (a). 由以上引理知 N �Σn M .

先证明 N 6|= PΣn. 令 θ(xψ) ∈ Σ0 使得: 任意 c ∈ M , c ∈ θ(M) 当且仅

当 c 是一个 “Σn-公式” ψ 的哥德尔数且 ψ 定义了某个 “Πn−1-公式” φ(v, y)
对应的 π1 ◦ Skφ. 令 λ(x, y, z) 记以下公式

(x = 0 ∧ y = z) ∨ ∃xψ < x, v < x(x = 〈xψ, v〉 > 0 ∧ SatΣn(xψ, [v, y])).

容易证明 λ 定义了 M 上的一个 Σn-部分函数. 则 M |= Pfun(λ, a), 从而
N |= Pfun(λ, a). 记 λ(x, y, a) 在 N 和 M 中定义的部分函数分别为 FNa 和

FMa . 则由 N �Σn M 知 FNa = FMa ↾ N , 即任意 b ∈ N , FNa (b) = FMa (b).
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假设 N |= PΣn, 则 N 中有长为 a 的 FNa -逼近, 设为 f . 故 N |=
Apx(λ, a, a, f), 从而 M |= Apx(λ, a, a, f), 即在 M 中 f 是 FMa 的长为 a 的

逼近. 但对 k ∈ N 用归纳法可以证明 HM
n,k(a) < f(k + 1), 这与 f ∈ N 矛盾.

以上证明 N 6|= PΣn, 故 N 6|= IΣn+1. 从而 N 6= M , N ≺Σn,end M . 由
引理 4.3.3 知 N |= BΣn+1.

4.5 保守性

设 Γ ⊆ LA. 一阶理论 T1 相对 T0 是 Γ-保守的 (Γ-conservative), 当且仅
当

{φ ∈ Γ : φ 是闭公式且T0 + T1 ` φ} = {φ ∈ Γ : φ 是闭公式且T0 ` φ}.

利用紧致性定理和定理 4.3.2, 可得到以下保守性.

定理 4.5.1 (Paris, Harvey Friedman). BΣn+1 相对 IΣn 是 Πn+2-保守的.

证明. 设 φ(x, y) ∈ Πn, IΣn 6` ∀x∃yφ, 则存在 M |= IΣn 和 a ∈ M 使得

M |= ∀y¬φ(a, y).
设 LA(M)′ 是 LA(M) 加入一个新常元符号 c 所得的语言. 令

T = Diage(M) ∪ {∃yψ(a, y) → ∃y < c ψ(a, y) : ψ ∈ Σn+1}.

则 T 是有穷可满足的, 由紧致性定理知 T 是可满足的. 故 T 有模型 N .
由 T 的定义知, I = INn+1(a) < c; 由定理 4.3.2 知, I ≺Σn N ; 故由引理

4.3.3 知, I |= BΣn+1. 另一方面, N |= ∀y¬φ(a, y), 其中 φ ∈ Πn; 由 a ∈ I

知, I |= ∀y¬φ(a, y), 故 I |= ¬∀x∃yφ.
这就证明 BΣn+1 6` ∀x∃yφ.

据说以上是 Harvey Friedman 的一个未发表的证明. 1 Paris [8] 独立地
运用型扩张的方法得到另一个证明, 其结论略有不同.

定理 4.5.2 (Paris). 设 n > 0, 则 BΣn+1 相对 IΣn 和 PΣn 分别都是

Πn+2-保守的.

设 M |= IΣn, 一个 M-有穷型是一个满足以下条件的、M -有穷集合构
成的集合族 p:

1见 [4, 第 230 页]
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(1) ∅ 6∈ p 6= ∅;

(2) 任意 X,Y ∈ p, X ∩ Y ∈ p.

这样的 p 是 相对完全的, 当且仅当 p 还满足:

(3) 任意 M -有穷 X, X ∈ p 或 b−X ∈ p.

相对完全性意味着 p 是 M -有穷集合构成的布尔代数的超滤. 不过, 模型论
中一般的完全型是指可定义子集构成的布尔代数的超滤. 在第二章中, 我们
知道当 p有上界 b且 M |= PA时, p是完全型当且仅当 p是相对完全型. 然
而, 当 M 6|= PA 时, 即使上述 p 是相对完全的且有上界 b, p 也未必是完全
型, 因为可能存在可定义的但不是 M -有穷的 X ⊂ [0, b− 1]M .

命题 4.5.3. 每一个 M -有穷型 p 都可扩张为一个有上界的相对完全 M -有
穷型 q, 即 p ⊆ q.

证明. 习题.

设 p 是 M -有穷型. 由紧致性定理知, 存在 M 的初等扩张 N 和 c ∈ N

满足 p, 即任意 X ∈ p, N |= c ∈ X. 我们可构造 N 的子模型如下

M(c)N = {f(c) : f 是M -有穷一元函数且N |= c ∈ dom f}.

命题 4.5.4. 设 n > 0, M |= IΣn, p, N, c 如上.

(1) (Łos 定理) 若 p 是相对完全的, φ(x0, . . . , xk−1) ∈ Σn, f0, . . . , fk−1 是

M -有穷函数且 N |= c ∈ dom fi (i < k), 则

N |= φ(f0(c), . . . , fk−1(c)) ⇔

{a ∈M :M |=
∧
i<k

a ∈ dom fi ∧ φ(f0(a), . . . , fk−1(a))} ∈ p.

(2) M �Σn+1,cf M(c)N �Σn N ;

(3) 若 p 是相对完全的, N ′ 也是 M 的初等扩张且 c′ ∈ N ′ 也满足 p, 则
M(c)N ∼=M(c′)N

′.

证明. 习题.
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由命题 4.5.4 (3), 当 p 相对完全时, 我们记以上 M(c)N 为 M(c), 并称
其为 M 的 p-扩张.

Paris 的定理 4.5.2 可通过以下模型扩张定理得到证明.

定理 4.5.5. 设 n > 0, M |= IΣn 是可数的, 则存在 N 使得 M ≺Σn+1,cf

N |= BΣn+1.

由定理 4.5.5 证明 4.5.2. 设 φ(x, y) ∈ Πn 且 IΣn 6` ∀x∃yφ. 取可数模型
M |= IΣn 和 a ∈ M 使 M |= ∀y¬φ(a, y). 由定理 4.5.5, 取 N 使得

M ≺Σn+1,cf N |= BΣn+1. 则 N |= ∀y¬φ(a, y). 故 BΣn+1 6` ∀x∃yφ.
若 PΣn 6` ∀x∃yφ, 如上取 M,a 和 N , 但另外要求 M |= PΣn. 由上一

段知, N 6|= ∀x∃yφ. 故只需证明 N |= PΣn. 设 θ(x, y, b) 定义了一个 N 上的

部分函数 G, b ∈ N ; 再设 ℓ ∈ N . 取 b̄ ∈M 使 b > max{b, ℓ}. 令

X = {a ∈M : a < b,M |= Pfun(θ, a)}.

由 Pfun ∈ Πn 知, X 是 M -有穷的. 定义 M 上的部分函数 F :⊆M →M 如

下

F (0) = 〈b̄, b̄〉, F (〈a, d〉) = 〈a, e〉 ⇔M |= a ∈ X ∧ θ(d, e, a).

则 F 是 M -上的 Σn-部分函数. 由 M |= PΣn 知, M 中有长为 b̄ 的 F -逼近
f . 由 M ≺Σn+1 N 知, f 也是 N 中长为 b̄ 的 FN -逼近. 在 N 中定义

g(0) = 0, g(i) = max{e ∈ N : 〈b, e〉 ≤ f(i)} (i < ℓ).

则容易验证 g 是 N 中长为 ℓ 的 G-逼近.

设 M 如定理 4.5.5 的前提, 我们通过可数步的扩张构造 N .

引理 4.5.6. 设 n > 0, M |= IΣn, φ(x, y) ∈ Πn ∩ LA(M), a ∈M 且

M |= ∀x < a∃yφ(x, y) ∧ ∀w∃x < a∀y < w¬φ(x, y).

则存在 N 和 c ∈ N 使得 |M | = |N |, M ≺Σn+1,cf N ,

N |= c < a ∧ ∀y¬φ(c, y).

证明. 对 b ∈M , 令

Xb = {i ∈M :M |= i < a ∧ ∀y < b¬φ(i, y)}.
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则 Xb 是 M 的有界 Σn-子集, 故是 M -有穷的; 易知, X0 = a, 且任意 Xb0 ∩
Xb1 非空. 故 p = {Xb : b ∈ M} 是一个 M -有穷型, 设 q ⊇ p 是其相对完全

扩张.
令 N =M(c)是M 的 q-扩张,且 c实现 q. 由命题 4.5.4知, M �Σn+1,cf

N . 令 id 记 [0, a− 1]M 上的恒等函数, 则 id 是 M -有穷的且 N |= c = id(c).
对任意 b ∈M , 令 f 是在 [0, a− 1]M 上恒取值 b 的 M -有穷函数. 由 p 的定

义知

{i ∈M : i < a,M |= ∀y < b¬φ(i, y)} =

{i ∈M : i < a,M |= ∀y < f(i)¬φ(id(i), y)} ∈ p.

由命题 4.5.4 知, N |= ∀y < f(c)¬φ(id(c), y), 即

N |= ∀y < b¬φ(c, y).

由 N 是 M 的内扩张知

N |= ∀y¬φ(c, y).

我们还需要 Σn+1-初等内扩张的一个简单性质.

引理 4.5.7. 设 n > 0, M |= IΣn 且 M ≺Σn+1,cf N . 则 N |= IΣn.

证明. 习题.

证明定理 4.5.5. 设 n > 0, M |= IΣn 是可数的. 由引理 4.5.6 知, 可构造模
型序列 N0, N1, . . . 使之满足以下条件

(1) M = N0;

(2) Nk ≺Σn+1,cf Nk+1;

(3) 任意 k, φ(x, y) ∈ Πn ∩ LA(Nk) 和 a ∈ Nk, 若 Nk |= ¬∃w∀x < a∃y <
wφ, 则存在 j 和 c ∈ Nk+j 使

Nk+j |= c < a ∧ ∀y¬φ(c, y).

由引理 4.5.7 还可知 Nk |= IΣn.
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令 N =
∪
k∈NNk. 则所有 Nk ≺Σn+1,cf N , 结合引理 4.5.7 知 N |= IΣn.

假设 N 6|= BΣn+1, 则有 φ(x, y) ∈ Πn ∩ LA(N), a ∈ N 且

N |= ∀x < a∃yφ ∧ ∀w∃x < a∀y < w¬φ. (4.5.1)

取 k ∈ N 使 φ ∈ LA(Nk) 且 a ∈ Nk. 由 Nk, N 都是 IΣn 的模型且

Nk ≺Σn+1,cf N 知

Nk |= ∀w∃x < a∀y < w¬φ.

故有 j ∈ N 和 c ∈ Nk+j 使

Nk+j |= c < a ∧ ∀y¬φ(c, y).

由 Nk+j ≺Σn+1,cf N 知

N |= c < a ∧ ∀y¬φ(c, y),

这与 (4.5.1) 矛盾.

4.6 习题

习题 4.6.1. 设 a ∈ M |= IΣn, N = KM
n+1(a). 证明: 存在 ΣNn+1 单射

F : N → N.

习题 4.6.2. 对 φ(x, y, z), 令 Cφ 记以下公式

∀z, w
(
∀x∃!yφ(x, y, z) → ∃x, y(w < y ∧ φ(x, y, z))∨

∃x, x′, y(x 6= x′ ∧ φ(x, y, z) ∧ φ(x′, y, z))
)
.

则 M |= Cφ, 当且仅当任意 a, b ∈M , φ(M,a) 不是一个从 M 到 b 的单射.
令

CΣn = IΣ0 + {Cφ : φ ∈ Σn}.

证明:

(1) BΣn+1 ` CΣn+1.

(2) PΣn 6` CΣn+1.
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第五章 一个组合定理的独立性

在这一章中, 我们将介绍一个独立于 PA 的有穷组合数学命题.

5.1 有穷染色的组合学

首先我们需要一些组合数学概念. 若 X 是一个集合, 0 < e ∈ N, [X]e 是

来自 X 的严格递增 e-元组构成的集合, 即

[X]e = {(a0, . . . , ae−1) : a0 < . . . < ae−1, ai ∈ X (i < e)}.

在组合数学中, 常常将一个映射称为一个 染色. 当 0 < k ∈ N 时, 一个 k-染
色是一个定义域为 k = {0, 1, . . . , k − 1} 的映射. 这里我们主要关心形如
f : [X]e → k 的染色, 其中 X 通常是 N 的子集. 对 f 如上, X 的一个子集
H 称为 f-同色的 (f -monochromatic, f -homogeneous), 当且仅当 f ↾ [H]e

是常值函数.

定理 5.1.1 (Ramsey). 对任意 0 < e ∈ N, 0 < k ∈ N 和任意 f : [N]e → k,
都存在无穷的 f -同色集合 H ⊆ N.

推论 5.1.2 (有穷 Ramsey 定理). 对任意 0 < e ∈ N, 0 < k ∈ N 和 ℓ ∈ N, 存
在 0 < r ∈ N, 使得任意 f : [0, r − 1]e → k 都有同色集合 H 使 |H| ≥ ℓ.

有穷 Ramsey 定理也可以绕过 Ramsey 定理直接用归纳法证明. 为了表
达更加紧凑, 我们引入 Erdös 记号, 用

m→ (ℓ)ek

记以下命题:

任意 f : [m]e → k 都有一个大小为 ℓ 的同色集合,

以上 [m]e = [{0, 1, . . . ,m− 1}]e.

81
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命题 5.1.3. IΣ1 ` ∀ℓ, e, k∃r(r → (ℓ)ek).

Paris 和 Harrington 在 1977 年左右提出有穷 Ramsey 定理的一个增强
形式, 现在被称为 Paris-Harrington 定理. 称 N 的一个有穷子集 X 是 相对

大的, 当且仅当 X 非空且 |X| > minX. 若 X ⊂ N, 用

X
∗−→ (ℓ)ek

记以下命题:

任意 f : [X]e → k 都有一个相对大的同色集合 H 且 |H| ≥ ℓ.

用 PHe
k 记命题

∀x, z∃y([x, y] ∗−→ (z)ek),

PHe 记 ∀cPHe
k, 而 PH 记 ∀nPHe. PHe

k,PHe,PH 都可以用 Π2-闭公式表达.

命题 5.1.4. PH 成立, 即 N |= PH.

证明. 假设 PH 不成立, 则存在 e, k, a, ℓ, 使得以下集合是无穷集合

F = {f : 存在b > a 使得f 是[[a, b]]e 的一个k 染色且

没有相对大同色集合H 使得|H| ≥ ℓ}.

定义 F 上的二元关系如下

f ◁ g ⇔ f 6= g 且f = g ↾ dom f.

显然

• ◁ 是 F 上的偏序关系,

• 若 g ∈ F , dom g = [[a, b]]e 且 a ≤ c < b, 则 g ↾ [[a, c]]e ∈ F ,

• 若 g ∈ F , dom g = [[a, b]]e, 则

|{h ∈ F : g ◁ h, domh = [[a, b+ 1]]e}| < c|[[a,b]]
e−1|.

故 T = (F,◁) 是一棵无穷的有穷分叉树. 因此 T 有无穷分支

f0 ◁ f1 ◁ . . . ◁ fn ◁ . . .
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构造 [N]e 上的 k-染色如下:

C(a0, . . . , ae−1) = i ⇔

存在n 使得(a0, . . . , ae−1) ∈ dom fn 且fn(a0, . . . , ae−1) = i.

根据 Ramsey 定理, C 有无穷同色集合 H. 设 H 的元素为 a0 < a1 < . . ., 令
m = max{a0, ℓ},

X = {a0, a1, . . . , am}

为相对大的 C-同色集合, 且 |X| > ℓ. 再取 fn 使得 [[a, am]]
e ⊂ dom fn, 则

X 也是 fn-同色集合, 这与 fn ∈ F 矛盾.

熟悉命题 5.1.3 证明的读者不难证明以下命题.

命题 5.1.5. IΣe ` PHe.

证明. 习题.

不过,

定理 5.1.6 (Paris, Harrington). 设 0 < e ∈ N.

(1) IΣe 6` PHe+1.

(2) PA 6` PH.

证明. 我们将在后面的两节中证明 (1), 而 (2) 可由 (1) 得到 (习题).

5.2 Paris-Harrington 的推论

在这一节中, 取定 0 < e ∈ N 和 M |= IΣ1 + PHe. 为了证明 Paris-
Harrington 定理 5.1.6, 我们需要以下组合学结论 ([4, Theorem II.2.7]).

引理 5.2.1. 在 M 中, 对任意 a, k, 存在 b > a, 使得每个 M -有穷 f :

[[a, b]]e → k 都有 M -有穷同色集合 H ⊆ [a, b] 满足

|H| > 2minH ∧ ∀(c, d) ∈ [H]2(2c ≤ d). (5.2.1)

引理 5.2.2. 存在 Σ0-映射 F : [M ]2 → 4 使得: 若 H 是 M -有穷的相对大
F -同色集合且 minH > 1, 则任意 (a, b) ∈ [H]2 满足 a < 2b.
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证明. 定义

F0(a, b) =

0 b < 2a

1 b ≥ 2a
, F1(a, b) =

0 b < 2a

1 b ≥ 2a
.

再定义

F (a, b) = F0(a, b)2
0 + F1(a, b)2

1.

容易验证 F 满足要求.

证明引理 5.2.1. 设 a, k ∈ M , 不妨设 a > 0. 由 M |= PHe 知, 存在 b̄ >

2a+1 > 1 满足

[2a, b̄]
∗−→ (2e)e4k+1.

对 i ∈M , 令
log i = max{c : 2c ≤ i}.

则 log 是 Σ0-函数. 令 b = log b̄. 以下验证 b 满足引理 5.2.1 的结论.
任取 f : [a, b]e → k. 定义 [[2a, b̄]]e 上的 (4k + 1)-染色如下: 设

(i0, . . . , ie−1) ∈ [[2a, b̄]]e,

G(i0, . . . , ie−1) =

F (i0, i1) + 4f(log i0, . . . , log ie−1) log i0 < . . . < log ie−1

4k 否则,

其中 F 如引理 5.2.2. 由 b̄ 的选取知, 存在 M -有穷的、相对大 G-同色集合
H ′; 由 G 的定义及引理 5.2.2 知, 任意 (i, j) ∈ [H ′]2, 2i < j, 从而 log ↾ H ′

是单射. 故对任意 (i0, . . . , ie−1) ∈ [H ′]e, G(i0, . . . , ie−1) 6= k + 4.
定义

H = {log i : i ∈ H ′}.

由 G 的定义知 H 是 f -同色的. 由 H ′ 的性质知,

2minH ≤ minH ′ < |H ′| = |H|.

若 (c, d) ∈ [H]2, 则存在 (i, j) ∈ [H ′]2 使得 c = log i, d = log j; 由 2i < j 知,

2c ≤ i ≤ log j = d.
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5.3 二元组的 Paris-Harrington

这里我们证明定理 5.1.6 的一个简单特例: IΣ1 6` PH2, 思路如下:

(1) 设 M |= IΣ1 + PH2 (比如: M |= IΣ2);

(2) 在 M 中, 利用 PH2 构造所谓 强不可辨序列 (ai : i < ℓ) 使之有非标准

长度 ℓ;

(3) 证明
∪
i<N[0, ai] = N |= IΣ1 + ¬PH2.

以下取 M |= IΣ1 + PH2, 并取定 M 的若干元素作为参数:

• a > c > N 使得对任意 b ≥ a, 2b > bc+1;

• ℓ > N.

定义 5.3.1. M 的一个严格递增元素序列 (ai : i < ℓ) 是 2-强不可辨的, 当且
仅当对所有 Σ0-公式 φ(x, y), 所有 (i, j, k) ∈ [ℓ]3, 和所有 p < ai,

M |= ∃x < ajφ(x, p) ↔ ∃x < akφ(x, p).

引理 5.3.2. 若 ℓ > N 且 (ai : i < ℓ) 是 2-强不可辨的, 则
∪
i<N[0, ai] = N |=

IΣ1.

证明. 首先要证明 N 是 M 的一个子模型, 即 N 对加法和乘法封闭. 要证
明 N 对加法封闭, 只要证明 2ai < ai+1. 假设 ai+1 ≤ 2ai, 则存在 b < ai 使

2b+ 1 ≤ ai+1 ≤ 2b+ 2. 故

M |= ∀x < ai+1(x < 2b+ 2).

由强不可辨性,
M |= ∀x < ai+3(x < 2b+ 2).

与 2b+2 ≤ ai+1 +1 ≤ ai+2 < ai+3 矛盾. 类似地, 可证明 N 对乘法封闭 (习
题!).
由上一段及 N 是 M 的前截知, N ≺Σ0 M . 故 N |= IΣ0. 要证明

N |= IΣ1, 设 b < ai, φ ∈ Σ0, 且

N |= ∃xφ(x, b).
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由强不可辨性及 N ≺Σ0 M , 对所有 c < ai,

N |= ∃xφ(x, c) ⇔ N |= ∃x < ai+1φ(x, c)

⇔M |= ∃x < ai+1φ(x, c).

令

b0 = min{c < ai :M |= ∃x < ai+1φ(x, c)},

则

b0 = min{c : N |= ∃xφ(x, c)}.

故对 ψ = ∃xφ, N |= Lψ.

要构造 2-强不可辨序列, 我们需要借助 Paris 序列.

定义 5.3.3. 设 a < b ∈ M , b 的一个 Paris 序列是满足以下条件的一个序
列 (ai : i < ℓ)

(1) a0 = a < ai < ai+1 < b (当 i+ 1 < ℓ 时);

(2) 若 i+1 < ℓ, φ(x, y) ∈ Σ0, p < ai且 φ(M,p)∩b 6= ∅则 φ(M,p)∩ai+1 6=
∅.

引理 5.3.4. 设 a < b ∈M , 则 b 的 Paris 序列是 2-强不可辨的.

证明. 设 (ai : i < ℓ)是 b的一个 Paris序列. 若 φ(x, y) ∈ Σ0 且 p < ai < aj ,
则

M |= ∃x < ajφ(x, p) ⇔ φ(M,p) ∩ aj 6= ∅

⇔ φ(M,p) ∩ ai+1 6= ∅

⇔M |= ∃x < ai+1φ(x, p).

对 d, p, b ∈M , 令

Dd,p,b = {i ∈M : i < b, M |= FmlΣ0(d) ∧ SatΣ0(d, [i, p])}.

故, 若 φ(x, y) ∈ Σ0, d = ⌜φ⌝, 则

Dd,p,b = φ(M,p) ∩ b.

对 b ∈M , 我们尝试为 b 构造 Paris 序列:
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(1) 令 ab,0 = a;

(2) 设 i+ 1 < ℓ 且已定义 ab,i, 若 ab,i < b 则令

ab,i+1 = max{minDd,p,b : d < c, p < ab,i, Dd,p,b 6= ∅}+ 1;

若 ab,i = b 则令 ab,i+1 = ab,i.

注意, 若 i + 1 < ℓ 且 ab,i < b 则 ab,i < ab,i+1, 因为, 若 φ(x, y) 记公式

x = y + 1, d = ⌜φ⌝, 则

{ab,i} = φ(M,ab,i − 1) = Dd,ab,i−1,b.

不难证明, 存在一个 ∆1 映射将每一个 b > a 映射为一个 M -有穷函数 fb 使

得 fb(i) = ab,i (i < ℓ).
以上 (ab,i : i < ℓ) 有一些简单的性质

• (ab,i : i < ℓ) 是 b 的 Paris 序列当且仅当所有 ab,i < b;

• 若 b′ > b > a, ab′,i = ab,i 但 ab′,i+1 6= ab,i+1, 则 ab′,i+1 ≥ b.

对 b0 < b1 ∈M , 定义

C(b0, b1) =

0 b0 ≤ a 或对所有i < ℓ, ab0,i = ab1,i

min{j < ℓ : ab0,j 6= ab1,j} 否则.

则 C 是 M 上的一个 ∆1-染色. 对 b′ ∈M , 令 Cb′ = C ↾ [[a, b′]]2.
由 M |= IΣ1 和引理 5.2.1, 取

b = min{b′ ∈M : 对Cb′ 存在H 满足引理 5.2.1 的结论}. (5.3.1)

由 b 的选取, 存在 M -有穷的 C-同色集合 H ⊆ [a, b] 满足

2minH < |H| 且 所有(c, d) ∈ [H]2, 2c ≤ d.

设 H 的元素可递增地列举为

b0 < b1 < . . . < bt−1.

引理 5.3.5. C ↾ [H]2 取常值 0.
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证明. 设 C ↾ [H]2 取常值 i > 0. 令

ai−1 = ab0,i−1 ≤ b0 = minH.

则对任意 b ∈ H, ai−1 = ab,i−1, 且当 b < b′ ∈ H 时 ab,i < ab′,i. 若 0 < r < t,
则有 d < c 和 p < ai−1, 使得 M |= FmlΣ0(d) 且

ai−1 = abr−1,i−1 < abr−1,i ≤ minDd,p,br < abr,i. (5.3.2)

而

|{〈d, p〉 : d < c, p < ai−1}|M < a2i−1 < b20 < 2b0 < |H|M = t.

故不可能所有的 r < t 都有 d, p 使 (5.3.2) 成立.

由引理 5.3.5, 可定义 (ai : i < ℓ) = (abr,i : i < ℓ), 其中 br 是 H 的任意

元素, 且 (ai : i < ℓ) 是每个 br ∈ H 的 Paris 序列. 由引理 5.3.2 和 5.3.4,

N =
∪
i<N

[0, ai] |= IΣ1,

且, N < minH < b. 对 a′ ∈ N , Ca′ ∈ N ; 但 (5.3.1) 说明引理 5.2.1 的结论
对 Ca′ 不成立. 因此

N |= IΣ1 + ¬PH2 .

5.4 (n+ 1)-元组的 Paris-Harrington

设 M |= IΣn + PHn+1, 并如上一节取定 M 的若干元素作为参数:

• a > c > N 使得对任意 b ≥ a, 2b > bc+1;

• ℓ > N.

定义 5.4.1. 一个严格递增的 M -有穷序列 (ai : i < ℓ) 是 (n + 1)-强不可
辨的, 当且仅当对所有 Σ0-公式 φ(x⃗, y), 所有 (i, i1, . . . , in) ∈ [ℓ]n+1, 和所有
p < ai,

M |= ∃x1 < ai1∀x2 < ai2 · · ·Qnxn < ainφ(x⃗, p) ↔

∃x1 < ai+1∀x2 < ai+2 · · ·Qnxn < ai+nφ(x⃗, p),
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其中 ∃x1 < ai1∀x2 < ai2 · · ·Qnxn < ain 是一个交错的量词序列, 比如: 当
n = 3 时, 这个序列是

∃x1 < ai1∀x2 < ai2∃x3 < ai3 .

本节中所有的 ∃x1 < ai1∀x2 < ai2 · · ·Qnxn < ain 或 ∃x1∀x2 · · ·Qnxn 都是
类似的交错量词序列.

当然 (n+ 1)-强不可辨性质蕴含 n-强不可辨性.

引理 5.4.2. 若 ℓ > N 且 (ai : i < ℓ) 是 (n+1)-强不可辨的, 则
∪
i<N[0, ai] =

N |= IΣn.

证明. 由上一节知, N ≺Σ0,end M 且 N |= IΣ1.
设 φ(x1, . . . , xn, y) ∈ Σ0. 对 n −m 用归纳法证明, 若 i < j, p < ai 且

c1, . . . , cm < aj , 则

N |= ∃xm+1 · · ·Qnxnφ(c⃗, xm+1, . . . , xn, p) ↔

∃xm+1 < aj+1 · · ·Qnxn < aj+n−mφ(c⃗, xm+1, . . . , xn, p). (5.4.1)

当 m = n− 1 时结论显然成立.
设 m < n− 1. 令 x⃗k = (xk, . . . , xn). 若

N |= ∃xm+1 < aj+1 · · ·Qnxn < aj+n−mφ(c⃗, x⃗m+1, p),

则存在 cm+1 < aj+1

N |= ∀xm+2 < aj+2 · · ·Qnxn < aj+n−mφ(c⃗, cm+1, x⃗m+2, p).

由归纳假设,
N |= ∀xm+2 · · ·Qnxnφ(c⃗, cm+1, x⃗m+2, p),

从而

N |= ∃xm+1 · · ·Qnxnφ(c⃗, x⃗m+1, p).

另一方面, 若 N |= ∃xm+1 · · ·Qnxnφ(c⃗, x⃗m+1, p), 则存在 k > j 和

cm+1 < ak 满足

N |= ∀xm+2 · · ·Qnxnφ(c⃗, cm+1, x⃗m+2, p).
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再次根据归纳假设,

N |= ∀xm+2 < ak+1 · · ·Qnxn < ak+n−m−1φ(c⃗, cm+1, x⃗m+2, p).

故

N |= ∃xm+1 < ak∀xm+2 < ak+1 · · ·Qnxn < ak+n−m−1φ(c⃗, x⃗m+1, p).

由于 N ≺Σ0 M ,

M |= ∃xm+1 < ak∀xm+2 < ak+1 · · ·Qnxn < ak+n−m−1φ(c⃗, x⃗m+1, p).

根据强不可辨性质,

M |= ∃xm+1 < aj+1 · · ·Qnxn < aj+n−mφ(c⃗, x⃗m+1, p).

由 N ≺Σ0 M ,

N |= ∃xm+1 < aj+1 · · ·Qnxn < aj+n−mφ(c⃗, x⃗m+1, p).

现在设 N |= ∃x1 · · ·Qnxnφ(x⃗, b, p), 其中 b < ai, p < ai. 令

B = {c < ai : N |= ∃x1 · · ·Qnxnφ(x⃗, c, p)}.

由 (5.4.1) 知,

B = {c < ai : N |= ∃x1 < ai+1 · · ·Qnxn < ai+nφ(x⃗, c, p)}.

由 N |= IΣ0 知, b0 = minB 存在. 这就证明对 ψ = ∃x1 · · ·Qnxnφ(x⃗, y, p),
N |= Lψ.

定义 5.4.3. b⃗ = (b0, . . . , bn−1) 的一个 Paris 序列是一个满足以下条件的
M -有穷序列 (ai : i < ℓ)

(1) a = a0 ≤ ai < ai+1 < b0;

(2) 对所有 0 < m ≤ n, φ(x, y) ∈ Σ0, b⃗m = (bm, . . . , bn−1) (m < n) 或
∅ (m = n), p⃗ = (p0, . . . , pm) < ai, 若 φ(M, 〈p⃗, b⃗m〉) ∩ bm−1 非空, 则
φ(M, 〈p⃗, b⃗m〉) ∩ ai+1 非空, 其中 〈p⃗, b⃗m〉 = 〈p0, . . . , pm, bm, . . . , bn−1〉
(m < n) 或 〈p0, . . . , pm〉 (m = n).

引理 5.4.4. b⃗ = (b0, . . . , bn−1) 的 Paris 序列是 (n+ 1)-强不可辨的.
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证明. 设 (ai : i < ℓ) 是 b⃗ 的一个 Paris 序列. 设 φ(x⃗, y) ∈ Σ0 且 p < ai <

ai1 < . . . < ain . 则

M |= ∃x1 < ai1 · · ·Qnxn < ainφ(x⃗, p)

⇔M |= ∃x1 < ai1 · · ·Qn−1xn−1 < ain−1Qnxn < bn−1φ(x⃗, p)

⇔M |= ∃x1 < b0 · · ·Qn−1xn−1 < bn−2Qnxn < bn−1φ(x⃗, p)

⇔M |= ∃x1 < ai+1∀x2 < b1 · · ·Qnxn < bn−1φ(x⃗, p)

⇔M |= ∃x1 < ai+1 · · ·Qnxn < ai+nφ(x⃗, p).

如同 §5.3, 我们将运用 PHn+1 找到 b⃗ 使得 a⃗⃗
b
是 b⃗ 的 Paris 序列.

设 d, p0, . . . , pm, b0, . . . , bn−1 ∈ M , p⃗ = (p0, . . . , pm), b⃗ = (b0, . . . , bn−1),
b⃗m = (bm, . . . , bn−1) (m < n) 或 ∅ (m = n), 令

D
d,p⃗,⃗bm,bm−1

= {i < bm−1 :M |= FmlΣ0(d) ∧ SatΣ0(d, [i, 〈p⃗, b⃗m〉])},

其中 〈p⃗, b⃗m〉 与 Paris 序列定义中的记号一致.
设 b⃗ = (b0, . . . , bn−1) > a, 定义 a⃗⃗

b
= (a⃗

b,i
: i < ℓ) 如下:

(1) a⃗
b,0

= a.

(2) 设 i+ 1 < ℓ 且 a⃗
b,i

≤ b0, 若 a⃗
b,i

= b0 则令 a⃗
b,i+1

= a⃗
b,i

= b0; 否则, 先
令

a′ = max{minD
d,p⃗,⃗bm,bm−1

: d < c,m ≤ n, p⃗ = (p0, . . . , pm) < a⃗
b,i
}+1,

若 a′ < b0 则令 a⃗
b,i+1

= a′, 否则令 a⃗
b,i+1

= b0.

对任意 (n + 1)-元组 b⃗ = (b0, . . . , bn) > a, 令 b⃗2 = (b2, . . . , bn), b0⃗b2 =

(b0, b2, . . . , bn), b1⃗b2 = (b1, b2, . . . , bn), 并定义

C (⃗b) =

0 ∀i < ℓ(a
b0b⃗2,i

= a
b1b⃗2,i

)

min{i < ℓ : a
b0b⃗2,i

6= a
b1b⃗2,i

} 否则.

对 b′ > a, 令 Cb′ = C ↾ [[a, b′]]n+1. 由 M |= PHn+1 及引理 5.2.1, 定义

b = min{b′ > a : 对Cb′ 存在H 满足引理 5.2.1 的结论}. (5.4.2)

取 H 对 Cb 满足引理 5.2.1 的结论.
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引理 5.4.5. C ↾ [H]n+1 取常值 0.

证明. 假设 C ↾ [H]n+1 取常值 i > 0. 设 b̂ 为 H 的最后 n− 1 个元素. 由 C

的定义知, ai−1 = abr b̂,i−1 对所有 br ∈ H \ b̂ 是固定的. 若 br < bs < b̂, 令 b⃗′

和 b⃗′′ 分别为 br 和 bs 与 b̂ 构成的 n-元组, 则

a⃗
b′,i < a⃗

b′′,i.

从而有 d < c, m ≤ n 和 p⃗ = (p0, . . . , pm) < ai−1, s.t.

a⃗
b′,i ≤ minD

d,p⃗⃗b′′m,b
′′
m−1

≤ a⃗
b′′,i,

其中 b′′m−1 为 b⃗′′ 的第 m 个元素. 类似引理 5.3.5 的证明, 由于 H 是足够大

的集合, 这是不可能的.

取 b⃗ = (b0, . . . , bn−1) ∈ [H]n 满足 b0 > minH. 令 ai = a⃗
b,i

(i < ℓ), 则
ai < minH < b0, 否则 C(minH, b0, . . . , bn−1) > 0. 故 (ai : i < ℓ) 严格递增.

设 d < c, 0 < m ≤ n, p⃗ = (p0, . . . , pm) < ai, 且 D
d,p⃗,⃗bm,bm−1

非空. 由
a⃗
b,i+1

的定义知, D
d,p⃗,⃗bm,bm−1

∩ ai+1 非空. 故 (ai : i < ℓ) 是 b⃗ 的 Paris 序列.
最后, 令 N =

∪
i<N[0, ai]. 由引理 5.4.4 和 5.4.2, N |= IΣn. 但根据

(5.4.2), 在 N 中引理 5.2.1 的结论对所有 Ca′ ↾ [a, a′]n+1 (a < a′ ∈ N) 不成
立. 故

N |= IΣn + ¬PHn+1 .
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