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前情提要

一阶逻辑公理系统的元定理

循环替换引理

常数概括定理及其推论

约束变元替换定理



关于等词的元定理

(Eq1) ⊢ ∀xx ≈ x

(Eq2) ⊢ ∀x∀y(x ≈ y→ y ≈ x)

(Eq3) ⊢ ∀x∀y∀z(x ≈ y→ y ≈ z→ x ≈ z)

(Eq4) ⊢ ∀x1 . . .∀xn∀y1 . . .∀yn(x1 ≈ y1 → · · · → xn ≈ yn →

Px1 . . . xn → Py1 . . . yn)

(Eq5) ⊢ ∀x1 . . .∀xn∀y1 . . .∀yn(x1 ≈ y1 → · · · → xn ≈ yn →

f x1 . . . xn ≈ f y1 . . . yn)



元定理的应用

上述元定理告诉我们关于一阶逻辑的希尔伯特系统“能证

什么”的事实。当我们要证明“能证明”时，往往会用到它

们。

例

⊢ ∃x∀yφ→ ∀y∃xφ



元定理的应用

证明 Γ ⊢ φ 的一般策略

要证明 Γ ⊢ ψ→ θ，只需证 Σ ∪ {ψ} ⊢ θ

要证明 Γ ⊢ ∀xψ

如果 x 不在 Γ 中自由出现，只需证 Γ ⊢ ψ

如果 x 在 Γ 中自由出现，我们找一个“全新”的变元

y，使得 Γ ⊢ ψx
y，从而有 Γ ⊢ ∀yψx

y，而 ∀yψx
y ⊢⊣ ∀xψ



元定理的应用

要证明 Γ ⊢ ¬α，分情况：

要证明 Γ ⊢ ¬¬ψ，只需证 Γ ⊢ ψ

要证明 Γ ⊢ ¬(ψ→ θ)，只需证 Γ ⊢ ψ 和 Γ ⊢ ¬θ

要证明 Γ ⊢ ¬∀xψ，尝试找到项 t 并证明 Γ ⊢ ¬ψx
t，（并

非总是可能）或尝试逆否命题换位或反证法。



元定理的应用

例

⊢ ∀x(φ→ ψ)→ (∃xφ→ ∃xψ)

∀x¬(φ→ ψ) ⊢ ¬(φ→ ∃xψ)



元定理的应用

以上策略可以应付几乎所有作业，是否能应付所有情况呢？

问题出在哪儿呢？



前束范式



前束范式

定义 (量词前束公式)
我们称具有

Q1x1 . . .Qnxnα

形式（其中 Qi 是 ∀ 或 ∃，且 α 不含量词）的公式为 量词

前束公式



前束范式

定理 (前束范式定理)
对任何公式 α 都存在量词前束公式 α′，使得

α ⊢⊣ α′



前束范式

用到的元定理

Q1a ¬∀xα ⊢⊣ ∃x¬α

Q1b ¬∃xα ⊢⊣ ∀x¬α

Q2a (α→ ∀xβ) ⊢⊣ ∀x(α→ β) 如果 x 不在 α 中自由出现

Q2b (α→ ∃xβ) ⊢⊣ ∃x(α→ β) 如果 x 不在 α 中自由出现

Q3a (∀xα→ β) ⊢⊣ ∃x(α→ β) 如果 x 不在 β 中自由出现

Q3b (∃xα→ β) ⊢⊣ ∀x(α→ β) 如果 x 不在 β 中自由出现



前束范式

证明.
对公式 α 归纳证明：

若 α 是原子公式

若 α = ¬β

若 α = β→ γ

若 α = ∀xβ



一阶逻辑语言的语义



∀x∀y
(
x < y→ ∃z(x < z ∧ z < y)

)



回顾命题逻辑的语义

命题逻辑的语义：

命题符号的语义由真值指派给出：v : A → 2

命题（公式）的语义 v̄ : F → 2 取决于命题符号的语

义、命题联词（逻辑符号）的语义及其自身构造

而命题联词的语义体现于 v→ v̄ 的扩张，不依赖于特

定的语义解释 v



一阶逻辑的语义

具有固定语义解释的符号 （逻辑符号） ：

命题联词

等词

可以有不同解释的符号 （参数符号） ：

常数符号

谓词符号（不包括等词）

函数符号

量词



一阶逻辑的语义

需要特殊处理的符号

变元

约束出现的变元

自由出现的变元



一阶逻辑的语义

对参数符号的解释——结构

定义 (结构)
L 是一阶语言，一个 L-结构 A 是一个以 L 中 参数符

号 集为定义域的函数并满足：

A(∀) 是一个 非空 集合，记 |A| ，称作 A 的 论域

对 n 元谓词符号 P，A(P) 记作 PA ，PA ⊂ |A|n

对 n 元函数符号 f，A( f ) 记作 f A ， f A : |A|n → |A|

对常数符号 c，A(c) 记作 cA ，cA ∈ |A|



一阶逻辑的语义

约定

考虑语言 L = {P1, . . . , Pn, f1, . . . , fm, c1, . . . , ck}。我们常把一

个 L-结构 A 记作 (|A|, PA1 , . . . , PAn , f A1 , . . . , f Am , c
A

1 , . . . , c
A

k )



一阶逻辑的语义

例

给定语言 L = {R}，R 是一个二元谓词符号。

∀v1∃v2Rv1v2 和 ∃v2∀v1Rv1v2 的意思是？

若令 A 是一个 L-结构，且 |A| = N，RA 是 N 上的大于等于

关系 ≥N，那么上述公式在这个解释下的意思是？

RA 是小于关系 <N 呢？

|A| = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 呢？



一阶逻辑的语义

对变元的解释——赋值

定义 (赋值)
给定语言 L 以及 L-结构 A。我们称 s 是一个 A-赋值 ，当
且仅当 s 是从所有变元的集合 V 到 |A| 的函数 s : V → |A|



一阶逻辑的语义

对项的解释

定义 (项的赋值)
给定语言 L、L-结构 A。令 s 是一个 A-赋值，我们递归定
义对项的解释 s̄ : T → |A| 如下：

对每个变元符号 x， s̄(x) = s(x)；

对每个常数符号 c， s̄(c) = cA

如果 t1, . . . , tn 是项， f 是一个 n 元函数符号，则

s̄( f t1 . . . tn) = f A(s̄(t1), . . . , s̄(tn))



一阶逻辑的语义

对公式的解释

定义 (满足关系)
给定语言 L。令 A 是一个 L-结构，s 是一个 A-赋值，α 是
一个 L 公式，我们对 α 递归定义 A 和 s 满足 α （记

(A, s) ⊨ α ）如下

α 是原子公式

(A, s) ⊨ t1 ≈ t2 ，当且仅当 s̄(t1) = s̄(t2)

(A, s) ⊨ Pt1 . . . tn ，当且仅当
(
s̄(t1), . . . , s̄(tn)

) ∈ PA



一阶逻辑的语义

(A, s) ⊨ ¬β ，当且仅当 (A, s) ⊭ β

(A, s) ⊨ β→ γ ，当且仅当或者 (A, s) ⊭ β 或者 (A, s) ⊨ γ

(A, s) ⊨ ∀xβ ，当且仅当对任何 d ∈ |A|，有 (A, sx
d) ⊨ β

其中 sx
d 是通过对 s 改造得到的 A-赋值：

sx
d (y) =


s(y) 若 y , x

d 若 y = x



一阶逻辑的语义

例

令语言 L = {≤}，令 L-结构 N = (N,≤N)。其中，≤N 是自然

数上通常的小于等于关系。考虑

(N, s) ⊨ ∀v1 v0 ≤ v1

其中，s(v0) = 0，s(v1) = 2



一阶逻辑的语义

引理 (合同引理)
给定语言 L、L-结构 A。任给 A-赋值 s1, s2。如果它们关于

在公式 φ 中 自由出现 的变元的赋值相同，那么 (A, s1) ⊨ φ

当且仅当 (A, s2) ⊨ φ

证明.

对项 t 归纳证明：s̄1(t) = s̄2(t)

对公式 φ 归纳证明引理



一阶逻辑的语义

约定

我们用 φ(x1, . . . , xn) 表示公式 φ 且预设 φ 中自由出

现的变元至多有 x1, . . . , xn

对 φ(x1, . . . xn)，我们用 A ⊨ φ[d1, . . . , dn] 表示

(A, s) ⊨ φ，其中 s(xi) = di （1 ≤ i ≤ n）



一阶逻辑的语义

推论

给定语言 L、L-结构 A。给定语言对任何闭语句 σ，或者

(1) 对所有 A-赋值 s 都有，(A, s) ⊨ σ；或者

(2) 对所有 A-赋值 s 都有，(A, s) ⊭ σ

定义 (真)
给定语言 L、L-结构、L 中闭语句 σ。我们称 σ 在 A 中

为真 ，记 A ⊨ σ ，当且仅当 (1) 成立



一阶逻辑的语义

定义 (语义蕴含)
给定语言 L。称公式集 Γ 逻辑蕴含 φ，记 Γ ⊨ φ ，当且仅

当对任意 L-结构 A 和任意 A-赋值 s 都有：如果 A 和 s 满

足 Γ 中所有公式（记 (A, s) ⊨ Γ ），那么 (A, s) ⊨ φ

约定

以后 ⊨ 依语境主要表示 满足 关系和 逻辑蕴涵 关系

α ⊨ β 即 {α} ⊨ β；α ⊨ ⊨β （ 逻辑等效 ）

⊨ α 即 ∅ ⊨ α （ 逻辑有效 ）



习题

证明 (Eq3) - (Eq5) 是一阶逻辑公理系统中可证的

4.4.1, 4.4.2

5.1.8 - 5.1.12



下期预告

在结构内定义结构上的关系、函数以及结构论域中的

对象

定义结构类
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