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前情提要

命题逻辑紧致性定理及其应用

一阶谓词逻辑的语言

符号

项与合式公式

自由出现与约束出现，对自由出现的代入



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

定义 (全称概括)
称公式 φ 是公式 ψ 的 全称概括 ，当且仅当存在自然数 n

和变元 x1, . . . , xn 使得

φ = ∀x1 . . .∀xnψ



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

定义 (素公式)
我们称原子公式或形如 ∀xβ 的公式为 素公式

令 ⟨β1, β2, . . .⟩ 是对所有素公式的枚举。我们定义一个一阶

逻辑公式 α 的命题逻辑公式对应 αP ：

当 α = βi 是一个素公式： αP = βP
i = Ai

当 α = ¬β： αP = ¬βP

当 α = β→ γ： αP = βP → γP



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

公理：一阶逻辑希尔伯特系统的公理 是由下列公式的全称

概括组成的

1 对应的命题逻辑公式 αP 是重言式的一阶逻辑公式 α

2 ∀xα→ αx
t，其中项 t 可以在 α 中无冲突地替代 x

3 ∀x(α→ β)→ (∀xα→ ∀xβ)

4 α→ ∀xα，其中变元 x 不在 α 中自由出现



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

公理：一阶逻辑希尔伯特系统的公理 是由下列公式的全称

概括组成的

若语言中含有等词，则还有

5 x ≈ x

6 x ≈ y→ α→ α′，其中 α 为原子公式，且 α′ 是将 α 中

若干个 x 的出现替换为 y 所得到的公式



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

并非无冲突替代的例子

令 α = ∃yx 0 y。分别考虑

∀xα→ αx
z

∀xα→ αx
y

如果我们希望定义 项 t 可以在 α 中无冲突地替代 x 为

“替换后 t 中的变元不会被 α 中已有的量词抓住”，我们该

怎样严格地给出定义？



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

定义 (无冲突替换)
给定项 t 和变元 x，对公式 φ 递归定义关系 t 可以在 φ 中

无冲突地替换 x ，暂时记作 R(φ, t, x)

若 φ 是原子公式，总有 R(φ, t, x)

若 φ = ¬ψ，R(φ, t, x) 当且仅当 R(ψ, t, x)

若 φ = ψ→ γ，R(φ, t, x) 当且仅当 R(ψ, t, x) 且 R(γ, t, x)

若 φ = ∀yψ，则 R(φ, t, x) 当且仅当

x 不在 φ 中自由出现，或者

y 不在 t 中出现且 R(ψ, t, x)



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

令 Λ 表示所有一阶逻辑公理组成的集合

关键：“任给一个表达式 ε，是否有 ε ∈ Λ”是 能行可判定的



一阶谓词逻辑的希尔伯特系统

定义 (（一阶逻辑的）推演 / 证明 / 演绎)
从公式集 Γ 到公式 φ 的一个 推演 （或 证明 或 演绎 ）是

一个有穷的公式序列 ⟨α0, α1, . . . , αn⟩, 满足 αn = φ 并且对

所有 i ≤ n 或者

(a) αi 属于 Γ ∪ Λ；或者

(b) 存在 j, k < i, 使得 αk = α j → αi

Γ ⊢ φ 即存在一个从 Γ 到 φ 的推演； ⊢ φ 即 ∅ ⊢ φ
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一阶逻辑希尔伯特系统的元定理

定理 (概括定理)
如果 Γ ⊢ φ 并且 x 不在 Γ 的任何公式中自由出现，那么

Γ ⊢ ∀xφ

证明.
对见证 Γ ⊢ φ 的证明序列归纳



一阶逻辑希尔伯特系统的元定理

定理 (重言规则（rule T）)
如果 Γ ⊢ α1, . . . , Γ ⊢ αn 并且 (α1 → . . .→ αn → β)P 是重言

式，那么

Γ ⊢ β

证明.
(α1 → . . .→ αn → β)P 是重言式，则 α1 → . . .→ αn → β 是

公理。运用 n 次分离规则。
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定理 (演绎定理)

Γ ∪ {γ} ⊢ φ，当且仅当 Γ ⊢ (γ → φ)

证明.
与命题逻辑相同



一阶逻辑希尔伯特系统的元定理

推论 (逆否命题)

Γ ∪ {φ} ⊢ ¬ψ 当且仅当 Γ ∪ {ψ} ⊢ ¬φ

Γ ∪ {¬φ} ⊢ ¬ψ 当且仅当 Γ ∪ {ψ} ⊢ φ

证明.
由演绎定理和有关重言式



一阶逻辑希尔伯特系统的元定理

定义 (不一致)
我们称公式集 Σ 是 不一致的 ，当且仅当存在公式 β，

Σ ⊢ β 且 Σ ⊢ ¬β （也即对任意公式 α 有，Σ ⊢ α）

推论 (反证法)
如果 Γ ∪ {φ} 不一致，那么 Γ ⊢ ¬φ

证明.
运用演绎定理
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“更一阶逻辑”的元定理

定理 (常数概括定理)
假设 Γ ⊢ φ，且常数符号 c 不在 Γ 中出现，则存在不在 φ

中出现的变元 y，使得 Γ ⊢ ∀yφc
y 且推演中不出现 c

证明.
假设 ⟨α0, . . . , αn⟩ 见证 Γ ⊢ φ。取 y 不在任何 αi（i ≤ n）中出

现。对 i ≤ n 归纳证明 ⟨(α0)c
y, . . . , (αi)c

y⟩ 见证 Γ ⊢ (αi)c
y。利用

概况引理的技巧，将其改造为见证 Γ ⊢ ∀y(αi)c
y 的推演序列



习题

4.1.1, 4.1.2, 4.1.3*

4.2.1, 4.2.3 (1)



下期预告

更多关于一阶逻辑希尔伯特公理系统的元定理
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