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前情提要

命题逻辑的语言

命题逻辑公式的唯一可读性

经典命题逻辑的希尔伯特系统

公理（模式）

分离规则

证明 / 演绎（序列）
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命题逻辑的语义
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命题逻辑的语义

命题逻辑中，命题是语义的最小载体。且经典命题逻辑只

关心“真”、“假”

定义 (真值指派)
我们说 v 是一个 真值指派 ，当且仅当 v 是以由命题符号

组成的集合 A 为定义域、以真值集合 {0, 1} 为值域的函数

v : A → {0, 1}
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命题逻辑的语义

命题逻辑中，命题是语义的最小载体。且经典命题逻辑只

关心“真”、“假”

定义 (真值指派)
我们说 v 是一个 真值指派 ，当且仅当 v 是以由命题符号

组成的集合 A 为定义域、以真值集合 {0, 1} 为值域的函数

v : A → {0, 1}
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命题逻辑的语义
命题联词的语义何以体现？

定义 (命题联词的语义)
任给真值指派 v，我们定义 v 的扩展 v̄ : F → {0, 1}

0 对 A ∈ A，v̄(A) = v(A)

1 对任意公式 α, β，

v̄(¬α) =


1 若 v̄(α) = 0

0 否则
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命题逻辑的语义
命题联词的语义何以体现？

定义 (命题联词的语义)
任给真值指派 v，我们定义 v 的扩展 v̄ : F → {0, 1}

0 对 A ∈ A，v̄(A) = v(A)

1 对任意公式 α, β，

v̄(α ∧ β) =


1 若 v̄(α) = 1 并且 v̄(β) = 1

0 否则
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命题逻辑的语义
命题联词的语义何以体现？

定义 (命题联词的语义)
任给真值指派 v，我们定义 v 的扩展 v̄ : F → {0, 1}

0 对 A ∈ A，v̄(A) = v(A)

1 对任意公式 α, β，

v̄(α ∨ β) =


1 若 v̄(α) = 1 或者 v̄(β) = 1

0 否则
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命题逻辑的语义
命题联词的语义何以体现？

定义 (命题联词的语义)
任给真值指派 v，我们定义 v 的扩展 v̄ : F → {0, 1}

0 对 A ∈ A，v̄(A) = v(A)

1 对任意公式 α, β，

v̄(α→ β) =


0 若 v̄(α) = 1 并且 v̄(β) = 0

1 否则
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命题逻辑的语义
命题联词的语义何以体现？

定义 (命题联词的语义)
任给真值指派 v，我们定义 v 的扩展 v̄ : F → {0, 1}

0 对 A ∈ A，v̄(A) = v(A)

1 对任意公式 α, β，

v̄(α↔ β) =


1 若 v̄(α) = v̄(β)

0 否则
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命题逻辑的语义

注意：

对 v̄ 的定义是一个递归定义

它告诉我们，给定一个真值指派，如何计算一个具体

公式的真值
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命题联词

我们对诸命题联词的语义解释，就体现在对“如何从 v 得

到 v̄ ”的定义。

例如：

v̄(α→ β) =


0 若 v̄(α) = 1 并且 v̄(β) = 0

1 否则
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命题联词

我们对诸命题联词的语义解释，就体现在对“如何从 v 得

到 v̄ ”的定义。

例如：

v̄(α→ β) =


0 若 v̄(α) = 1 并且 v̄(β) = 0

1 否则
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命题联词

或用真值表表示：

v̄(α) v̄(β) v̄(α→ β)

1 1 1
0 1 1
1 0 0
0 0 1



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

命题联词

或用真值表表示：

x y B→(x, y)

1 1 1
0 1 1
1 0 0
0 0 1
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命题联词

我们赋予二元联词 → 的意义就是一个二元函数：

B→ : {0, 1}2 → {0, 1}

而赋予一元联词 ¬ 的意义是一个一元函数

B¬ : {0, 1} → {0, 1}

我们称这种以 {0,1}（或其任意 n 维卡氏积）为定义域和值

域的函数为 布尔函数
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命题联词

我们赋予二元联词 → 的意义就是一个二元函数：

B→ : {0, 1}2 → {0, 1}

而赋予一元联词 ¬ 的意义是一个一元函数

B¬ : {0, 1} → {0, 1}

我们称这种以 {0,1}（或其任意 n 维卡氏积）为定义域和值

域的函数为 布尔函数
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命题联词

我们赋予二元联词 → 的意义就是一个二元函数：

B→ : {0, 1}2 → {0, 1}

而赋予一元联词 ¬ 的意义是一个一元函数

B¬ : {0, 1} → {0, 1}

我们称这种以 {0,1}（或其任意 n 维卡氏积）为定义域和值

域的函数为 布尔函数
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命题联词

问题：

有多少种一元联词？

有多少种二元联词？

有多少种 n 元联词？
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命题联词

问题：

有多少种不同意义的一元联词？

有多少种二元联词？

有多少种 n 元联词？
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命题联词

问题：

有多少种一元布尔函数？

有多少种二元联词？

有多少种 n 元联词？
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命题联词

问题：

有多少种一元联词？

有多少种二元联词？

有多少种 n 元联词？
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命题联词

问题：

有多少种一元联词？

有多少种二元联词？

有多少种 n 元联词？
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命题联词

命题联词的合成

x y B¬(x) B∨(x, y) B⊤(x) B↓(x, y)

1 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1

则 B⊤(x) = B∨(B¬(x), x)，而 B↓(x, y) = B¬(B∨(x, y))
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命题联词

假设 α 是一个至多含有命题符号 A1, . . . , An 的合式公式，

那么 α 就决定了一个 n 元布尔函数 Bn
α : {0, 1}n → {0, 1}

v(A1), . . . , v(An)

x1, . . . , xn Bn
α(x1, . . . , xn)

v̄(α)

v1(A1), . . . , v1(An) = 1, . . . , 1

Bn
α(1, . . . , 1) =

v̄1(α)

· · · · · ·

· · ·

· · ·

v2n(A1), . . . , v2n(An) = 0, . . . , 0

Bn
α(0, . . . , 0) =

v̄2n(α)
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命题联词

假设 α 是一个至多含有命题符号 A1, . . . , An 的合式公式，

那么 α 就决定了一个 n 元布尔函数 Bn
α : {0, 1}n → {0, 1}

v(A1), . . . , v(An) x1, . . . , xn Bn
α(x1, . . . , xn) v̄(α)

v1(A1), . . . , v1(An) = 1, . . . , 1 Bn
α(1, . . . , 1) = v̄1(α)

· · · · · · · · · · · ·

v2n(A1), . . . , v2n(An) = 0, . . . , 0 Bn
α(0, . . . , 0) = v̄2n(α)
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命题联词

定义

令 α 是至多含有命题符号 A1, . . . , An 的公式。定义函数

Bn
α : {0, 1}n → {0, 1}，使得

Bn
α (x1, . . . , xn) = v̄(α)

其中，v(Ai) = xi （1 ≤ i ≤ n）
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命题联词

一个命题逻辑公式 α 在意义上等同于 ⋆(A1, . . . , An)，其中

⋆ 是某个 n 元命题联词。

问题：是否对每个 n 元命题联词，我们都可以找到一个具

有相同意义的合式公式？即 ¬、∧、∨、→ 和 ↔ 是否够用？

也即，是否只用 B¬、B∧、B∨、B→ 和 B↔ 就可以通过复合

得到任意 n 元布尔函数？
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命题联词

一个命题逻辑公式 α 在意义上等同于 ⋆(A1, . . . , An)，其中

⋆ 是某个 n 元命题联词。

问题：是否对每个 n 元命题联词，我们都可以找到一个具

有相同意义的合式公式？即 ¬、∧、∨、→ 和 ↔ 是否够用？

也即，是否只用 B¬、B∧、B∨、B→ 和 B↔ 就可以通过复合

得到任意 n 元布尔函数？
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命题联词

一个命题逻辑公式 α 在意义上等同于 ⋆(A1, . . . , An)，其中

⋆ 是某个 n 元命题联词。

问题：是否对每个 n 元命题联词，我们都可以找到一个具

有相同意义的合式公式？即 ¬、∧、∨、→ 和 ↔ 是否够用？

也即，是否只用 B¬、B∧、B∨、B→ 和 B↔ 就可以通过复合

得到任意 n 元布尔函数？
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命题联词

定理

对任意 n 元布尔函数 G : {0, 1}n → {0, 1}（n ≥ 1），都存在一

个命题逻辑合式公式 α，使得 Bn
α = G
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命题联词

例：
x1 x2 x3 M(x1, x2, x3)

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

0 0 1 0

1 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

令

α = (A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (¬A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ ¬A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ A2 ∧ ¬A3)

检验：M = B3
α
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命题联词

例：
x1 x2 x3 M(x1, x2, x3)

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

0 0 1 0

1 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

令

α = (A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (¬A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ ¬A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ A2 ∧ ¬A3)

检验：M = B3
α
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命题联词

例：
x1 x2 x3 M(x1, x2, x3)

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

0 0 1 0

1 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

令

α = (A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (¬A1 ∧ A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ ¬A2 ∧ A3)

∨ (A1 ∧ A2 ∧ ¬A3)

检验：M = B3
α
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命题联词

证明.
对一般情况的证明
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命题联词

定义

称一组联词（布尔函数）C 是功能完全的，如果任意 n 元

布尔函数（n ≥ 1）都可以由 C 中的布尔函数通过函数复合

定义。

例：

{B¬, B∧, B∨}，由上述证明（为什么？）

{B¬, B∧}，因为 B∨(x, y) = B¬
(
B∧
(
B¬(x), B¬(y)

))
...
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命题联词

如何证明一组命题联词不是功能完全的？

证明其不能复合出某个布尔函数，如 B¬、B∧、或 B∨

寻找，例如 B¬ 的某个性质，证明所有能复合出来的函

数都不具备这个性质

归纳证明这点

例：{B∧, B→}



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

命题联词
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数都不具备这个性质
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例：{B∧, B→}
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命题联词

如何证明一组命题联词不是功能完全的？
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例：{B∧, B→}
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命题联词

如何证明一组命题联词不是功能完全的？

证明其不能复合出某个布尔函数，如 B¬、B∧、或 B∨

寻找，例如 B¬ 的某个性质，证明所有能复合出来的函

数都不具备这个性质

归纳证明这点

例：{B∧, B→}
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命题联词

如何证明一组命题联词不是功能完全的？

证明其不能复合出某个布尔函数，如 B¬、B∧、或 B∨

寻找，例如 B¬ 的某个性质，证明所有能复合出来的函

数都不具备这个性质

归纳证明这点

例：{B∧, B→}
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命题逻辑的语义（续）

定义

称一个真值指派 v 满足 一个公式 α，如果 v̄(α) = 1

称一个公式集 Σ 重言蕴含 公式 τ（Σ ⊨ τ），若每个满

足 Σ 中所有公式的真值指派也满足 τ

称一个公式 τ 是 重言式 ，当且仅当 ∅ ⊨ τ（又记 ⊨ τ）

称公式 σ 和 τ 重言等价 ，当且仅当 {σ} ⊨ τ（又记

σ ⊨ τ）且 τ ⊨ σ



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

命题逻辑的语义（续）

容易验证

公式 α（至多含 A1, . . . , An）是重言式，当且仅当 Bn
α

是值为 1 的常函数

公式 σ 和 τ（至多含 A1, . . . , An）重言等价，当且仅当

Bn
σ = Bn

τ
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习题

2.3.9, 2.3.10

2.5.1, 2.5.3（有关定义见讲义 2.5 节）, 2.5.7*, 2.5.8*
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下期预告

命题逻辑希尔伯特系统的可靠性与完全性
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