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预备知识

证明的必要性

如何发现真？

经验-自然科学

数学知识为什么可靠？

证明本质上是什么？
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预备知识

证明的必要性

例1：

一个正整数p是素数当且仅当p 6= 1且p只能被1和p整除；

31, 331, 3331, 33331, ... 均是素数；

333333331不是素数！
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预备知识

证明的必要性

例2：费马定理

费马定理

对任意n ≥ 3,方程xn + yn = zn有整数解。

方程x3 + y3 + z3 = w3有整数解是否有整数解？

(−80538738812075974)3 + 804357581458175153 +
126021232973356313 = 423；

方程x4 + y4 + z4 = w4有整数解是否有整数解？
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预备知识

证明的必要性

例3：
√

2是无理数

证明：

设存在互素的整数a,b使得
√

2 = a/b;

2b2 = a2;

a是偶数，故b是偶数。矛盾。
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预备知识

证明的必要性

例3：无穷多个素数

证明：

设存在有限多个素数p1, ...,pn;

q = p1...pn + 1;

则q不能被任何一个pi整除。矛盾。
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预备知识

证明的必要性

数学证明的

公理集;

推理规则;

定理。
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预备知识

集合

集合的表示

A = {a0, ...,an};

N = {0,1,2, ...};

A = {x ; P(x)}， P是一个性质。

A = {x ; x是红色的}。

x ∈ A表示x是A的一个元素。

x /∈ A表示x不是A的元素。
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预备知识

集合

集合的外延原理

外延原理

一个集合完全由其元素确定，即集合A与B相同当且仅当A的元素
都是B的元素，并且B的元素都是A的元素。

A = {0,1,2,3,4,5,6};

B = {x | x是自然数且x2 < 40};

A = B;

C = {x ; x是实数并且x2 = 1};

D = {1,−1};

C = D。

11/54



预备知识

集合

集合的运算

交： A ∩ B = {x : x ∈ A且x ∈ B}

并： A ∪ B = {x : x ∈ A或者x ∈ B}

差： A− B = {x : x ∈ A且x /∈ B}
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预备知识

集合

子集、幂集和空集

子集： A ⊂ B 表示A的元素都是B的元素，称A为B的子集;

幂集： A的所有子集构成的集合称为A的幂集，记作

P(A) = {x : x ⊂ A};

空集：不包含任何元素的集合称为空集，记作∅。
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预备知识

集合

集合族 I

集合族

如果集合F的元素都是集合，则称F是一个集合族。

一般交和一般并

设F是一个集合族。

一般交：
⋂
F = {x : 存在一个F ∈ F使得x ∈ F}

一般并：
⋃
F = {x : 对每个一个F ∈ F都有x ∈ F}⋂

{A,B} = A ∩ B，
⋃
{A,B} = A ∪ B
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预备知识

集合

集合族 II

其他的表示

若F = {F0, ...,Fn}，则

⋂
F =

i=n⋂
i=0

Fi ,
⋃
F =

i=n⋃
i=0

Fi .

若F = {Fi : i ∈ N}，则⋂
F =

⋂
i∈N

Fi ,
⋃
F =

⋃
i∈N

Fi .
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预备知识

关系

关系

关系=集合+“结构”；

楼房=砖头+“结构”；

自然数上的序结构 N1 = (N, <):

0 < 1 < 2 < ...

自然数上的其他序结构 N2 = (N,≺):

... ≺ 6 ≺ 4 ≺ 2 ≺ 0 ≺ 1 ≺ 3 ≺ 5 ≺ 7...
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预备知识

关系

有序对

关系可以看作是一种对应或映射；

有序对来刻画： a与b有“关系”，表示为(a,b)；

当a 6= b时，总有{a,b} = {b,a}，但是(a,b) 6= (b,a)；

有序性： (a,b) = (a′,b′)当且仅当a = a′且b = b′。
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预备知识

关系

卡氏积

卡氏积

集合X与Y的卡氏积定义为

X × Y = {(x , y) : x ∈ X且y ∈ Y}.

当X = Y时，将X × X记作X 2。

二元关系

称R ⊂ X × Y为X到Y的一个二元关系；
如果(x , y) ∈ R，则称x和y有关系R。
(x , y) ∈ R记作R(x , y)或者xRy。
如果R ⊂ X 2，则称R是X上的关系。
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预备知识

关系

例：

整数上的整除关系：

R = {(x , y) ∈ Z2 : x |y}.

(x , y) ∈ R ⇐⇒存在z ∈ Z使得y = xz；

整数上的“小于”关系；

R = {(x , y) ∈ Z2 : 存在z ∈ Z使得x2 + y2 = z2}。
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预备知识

关系

二元关系 I

设R是一个二元关系
R的定义域为： dom R = {x : 存在y使得R(x , y)};

R的值域为： ran R = {y : 存在x使得R(x , y)};

集合X在R下的像定义为：

R[X ] = {y ∈ ran R : 存在x ∈ X使得R(x , y)};

集合Y在R下的逆像定义为：

R−1[Y ] = {x ∈ dom R : 存在y ∈ Y使得R(x , y)};
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预备知识

关系

二元关系 II

R的逆定义为：

R−1 = {(x , y) ∈ R : R(y , x)};

二元关系R和S的复合定义为：

S ◦ R = {(x , z) : 存在y使得R(x , y)且S(y , z)}.
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预备知识

关系

例： I

R = {(x , y) : x , y ∈ R且x = y}。 R−1 = R且R ◦ R = R;

考虑R上的关系≥, ≤，则

≥ ◦ ≥=≥, ≤ ◦ ≤=≤, ≥ ◦ ≤= R× R, ≤ ◦ ≥= R× R;

整数上的模n同余关系定义R为：

R(a,b) ⇐⇒ n|(b − a)

R(a,b)习惯上记作a ≡ b( mod n)。验证：对任意x ∈ Z总
有R(x , x)，且

R−1 = R, R ◦ R ⊂ R.
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预备知识

关系

一般卡氏积 I

三元有序组定义为：

(x1, x2, x3) =def ((x1, x2), x3)

四元有序组定义为：

(x1, x2, x3, x4) =def ((x1, x2, x3), x4)

一般地，n元有序组定义为：

(x1, ..., xn) =def ((x1, ..., xn−1), xn)

n个集合的卡氏积定义为：

X1 × ...× Xn = {(x1, ..., xn) : x1 ∈ X1, ..., xn ∈ Xn}
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预备知识

关系

一般卡氏积 II

X n =def X × ...× X︸ ︷︷ ︸
n次

；

若R ⊂ X1 × ...× Xn，则称R是一个n元关系；

若R ⊂ X n，则称X是X上的一个n元关系；

若R ⊂ X n， Y ⊂ X ,则R′ = R ∩ Y n是Y上的n元关系，
称R′是R在Y上的限制， R是R′的扩张。
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预备知识

函数

函数的定义 I

函数

设f是一个二元关系。如果对任意的x ∈ dom f，存在唯一
的y ∈ ran f使得(x , y) ∈ f，则称f是一个函数。

(x , y) ∈ f经常记作f (x) = y，或者 f : x 7→ y，并且
称y为f在x处的值。

如果X = dom f且ran f ⊂ Y，则称f是X到Y的函数（关
系），记作f : X −→ Y。

对任意的集合X，定义idX : X −→ X为idX (x) = x，则
称idX是X上的等同函数。
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预备知识

函数

函数的性质 I

定理1

函数f和g相等当且仅当dom f = dom g并且对每个x ∈ dom f都
有f (x) = g(x)

Proof.

函数是集合；

集合由其元素确定。
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预备知识

函数

函数的性质 II

定理2

设f和g是函数，则它们的复合g ◦ f也是函数。复合函数的定义域
为dom(g ◦ f ) = f−1[dom g]。对任意的x ∈ dom(g ◦ f )，
有(g ◦ f )(x) = f (g(x))。
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预备知识

函数

函数的性质 III

Proof.

g ◦ f是一个二元关系；
(x , z), (x , z ′) ∈ g ◦ f当且仅当存在y , y ′使
得(x , y) ∈ f，(y , z) ∈ g，(x , y ′) ∈ f，(y ′, z ′) ∈ g；
由于f是函数， y = y ′，由于g是函数，z = z ′。故g ◦ f是函
数；

x ∈ dom(g ◦ f ) ⇐⇒存在z使得(x , y) ∈ f，(y , z) ∈ g。故

dom(g ◦ f ) =
⋃

y∈dom g

f−1[{y}] = f−1[dom g].
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预备知识

函数

其他记号

设f : X −→ Y是一个函数：
单射函数/一一映射：对任意的x , y ∈ X，如
果f (x) = f (y)，则x = y ;

满射函数：ran f = Y。满射不是函数f的性质，而是与Y的
选取有关。

双射函数/一一对应：f既是单射又是满射。

如果A ⊂ X，则称f ∩ A× Y为f在A上的限制，记作f � A，它
也是一个函数。
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预备知识

等价关系与划分

模n同余关系 I

回忆模n同余关系 [23]具有一下性质:

对每个x ∈ Z，有x ≡ x ( mod n);

设x , y ∈ Z，如果x ≡ y ( mod n)，则y ≡ x( mod n);

设x , y , z ∈ Z，如果x ≡ y ( mod n)且y ≡ z( mod n)，
则x ≡ z( mod n);
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预备知识

等价关系与划分

模n同余关系 II

观察：

x ≡ x ( mod 2)当且仅当x与y有相同的奇偶性；

x ≡ x ( mod 2)将整数划分为两大类：奇数和偶数；

一般地，x ≡ x ( mod n)当且仅当x与y除n有相同的余数；

x除n有相同的可能的余数有{0,1, ...,n − 1}；

x ≡ x ( mod n)将整数划分为n大类。

模n同余的数是等价的
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预备知识

等价关系与划分

等价关系

等价关系

设R ⊂ X 2是一个二元关系，如果：

对每个x ∈ X，有R(x , x)，则称R是自反的；

对每个x , y ∈ X，如果R(x , y)则R(y , x)，则称R是对称
的；

对每个x , y , z ∈ X，如果R(x , y)且R(y , z)，则有R(x , z)，
则称R是传递的；

如果R是自反的，对称的，传递的，则称R是一个等价关
系。
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预备知识

等价关系与划分

例： I

设P是所有人的集合：
D = {(x , y) ∈ P2 : x是y的后代}，
则D不是自反的，不是对称的，是传递的；

B = {(x , y) ∈ P2 : 至少有一个x的祖先也是y的祖先}，
则B是自反的，是对称的，不是传递的；

S = {(x , y) ∈ P2 : x的父母也是y的父母}，
则S是自反的，对称的，传递的。
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预备知识

等价关系与划分

例： II

其他等价关系：

任意集合上的相等“=”是等价关系；

平面上的直线之间的平行关系是等价关系；

在去掉原点的坐标平面上定义关系R为： R(p,q)当且仅当
经过p和q的直线通过原点，则R是等价关系；

整数上的模n同余关系是等价关系。
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预备知识

等价关系与划分

等价类

等价类

设∼是 X上的一个等价关系，x ∈ X。则x关于∼的等价类是集合

[x ]∼ = {t ∈ X | t ∼ x}.

当等价关系∼清楚的时候，我们将[x ]∼简记作[x ]。
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预备知识

等价关系与划分

例：

集合X上的相等关系“=”的每个等价类中含有一个元素：
[x ] = {x}；

平面上的直线之间的平行关系的一个等价类是一族斜率相同
的直线： {y = k0x + b : b ∈ R}；

在去掉原点的坐标平面上定义等价关系R为： R(p,q)当且
仅当经过p和q的直线通过原点。则每个等价类恰好构成一
条过原点的（不含原点的）射线。

整数上的模n同余关系的等价类一共有n个，其
中[0] = {nx : x ∈ Z}。
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预备知识

等价关系与划分

性质

引理

设∼是 X上的一个等价关系，则对任意的x , y ∈ X，
有[x ]∼ = [y ]∼或[x ]∼ ∩ [y ]∼ = ∅。

Proof.

若x ∼ y，则对任意的t ∈ [x ]∼，有t ∼ x。根据传递性，
有t ∼ y，从而t ∈ [y ]∼，故[x ]∼ ⊂ [y ]∼;

类似地，利用对称性，由x ∼ y可以推出[y ]∼ ⊂ [x ]∼。

若x � y，则[x ]∼ ∩ [y ]∼ = ∅ = ∅。

否则设u ∈ [x ]∼ ∩ [y ]∼，则u ∼ x且u ∼ y。由对称性和传递
性，由x ∼ y。这是一个矛盾。
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预备知识

等价关系与划分

划分

划分

设X是一个集合，S ⊂ P(X )。如果S满足：
对任意的A,B ∈ S，如果A 6= B，则A ∩ B = ∅;⋃

S = X ;
则称S是X的一个划分。

商集

设X是一个集合，设∼是 X上的一个等价关系，则

X/ ∼ =def {[x ]∼ : x ∈ X}

称为X（关于∼）的商集。
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预备知识

等价关系与划分

划分与商集I

定理1

设∼是 X上的一个等价关系，则X/ ∼是X的一个划分。

Proof.

x ∈ [x ]∼
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预备知识

等价关系与划分

划分与商集II

定理2

设S是X是的一个划分，定义X上的关系：

∼S =def {(x , y) ∈ X 2 : 存在 A ∈ S 使得 x , y ∈ A}

则∼S是等价关系。

Proof.

习题。
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预备知识

等价关系与划分

划分与商集III

定理3

设S是X的一个划分，则X/ ∼S= S;
设∼是X上的等价关系，且S = X/ ∼，则∼=∼S。

Proof.

习题。
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预备知识

序

线序 I

线序

设R ⊂ X 2是一个二元关系，如果R满足
R是反对称的，即对每个x , y ∈ X，
当R(x , y)且R(y , x)时，有x = y；

R是传递的，即对每个x , y , z ∈ X，如
果R(x , y)且R(y , x)，则有R(x , z)；

对每个x , y ∈ X，有R(x , y)或R(y , x)。
则称R是X上的线序/全序。
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预备知识

序

线序 II

例：

N， Z， Q， R上的自然大小关系都是线序；

a < b < c < ...是字母表上的线序；

字典中英文单词的排序是线序，称为字典序；

一般地，设X上有线序<X，则X × ...× X依字典序也是一个
线序。
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预备知识

序

偏序 I

偏序

设≤⊂ X 2是一个二元关系，如果≤满足
≤是自反的，即对每个x ∈ X，有x ≤ x；

≤是反对称的，即对每个x , y ∈ X，当x ≤ y且y ≤ x时，
有x = y；

≤是传递的，即对每个x , y , z ∈ X，如果x ≤ y且y ≤ z，则
有x ≤ z；

则称≤是X上的偏序/序。一般用(X ,≤)表示≤上X上的偏序，此
时称X为偏序集。
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预备知识

序

偏序 II

例：

线序都是偏序；

对任意的集合X， (P(X ),⊂)是一个偏序集；

当X中至少有两个元素时，(P(X ),⊂)不是线序；

定义n|m为n整除m，则 |是集合Z− {0}上的偏序，但不是
线序。
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预备知识

结构

结构的例子 I

域
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预备知识

结构

结构的例子 II

一个域是一个集合F，其上有两个运算，记作加法 +和乘法 ·，
满足以下性质：

对任意的a,b, c ∈ F， a + (b + c) = (a + b) + c;
对任意的a,b ∈ F， a + b = b + a;
存在一个元素，记作0，满足：对任意的a ∈ F , a + 0 = a;
对任意的a ∈ F，存在b ∈ F使得 a + b = 0;
对任意的a,b, c ∈ F， a · (b · c) = (a · b) · c
对任意的a,b ∈ F， a · b = b · a;
存在一个元素，记作1，满足：对任意的a ∈ F , a · 1 = a;
对任意的a ∈ F，如果a 6= 0，则存在b ∈ F使得 a · b = 1;
对任意的a,b, c ∈ F， a · (b + c) = a · b + a · b。
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预备知识

结构

结构的例子 III

Q, R, C都是域；

有限域Fp；

F5[x ] = {a + bx : a,b ∈ F5}，定义：

(a+bx)·(c+dx) = (ac−bd)( mod 5)+(ad+bc−bd)( mod 5)x ,

(a + bx) + (c + dx) = (a + c) + (b + d)x

则F5[x ]是一个域，记作F52。
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预备知识

结构

结构的例子 IV

皮亚诺算术

考虑结构(N, S, 0)，其中S : N −→ N是后继函数。皮亚诺公理
如下：

0是自然数；
如果n是自然数，则S(n)也是自然数；
0不是任何自然数的后继；
如果S(n) = S(m)，则m = n；
（归纳原理）设Q是关于自然数的一个性质。如果

0具有性质Q；
如果n具有性质Q，则S(n)也具有性质Q，

那么所有自然数都具有性质Q。
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