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Previously on Set Theory

Cardinal arithmetic

B ki < [liggdi
m cf(2€) > k and k< > k

m Assuming SCH holds below «. Then for u < «

24, ifu <24,
pt = ut, if u>24is a limit cardinal and cfu < A,

U,  otherwise.



Previously on Set Theory

Club
m A club in @ is a closed and unbounded set in @

m Clubs in @ are nontrivial if cfa > w
Cr s ey (L

m Clubs in « are closed under “prime operator”,

< cf a-intersection, and diagonal intersection.

A
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Previously on Set Theory

S >

Filter
m Filter gives a measure of bigness of sets

m < O-closed filter, ultrafilter

m Club filter on a: {XC 1% | there is a club Cc X}
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How is the club filter looks like?



Club filter

Fact

Assume cfa > w. The club filter on « is < cf @ closed



Stationary sets

Definition
Let X# 0 and F be a filter on X. We say aset AcC Xis

positive with respect to Fif AN B # ( for every Be F



Stationary sets

Definition

Let X# 0 and F be a filter on X. We say aset AcC Xis
positive with respect to Fif AN B # ( for every Be F

A set S C « is stationary if it is positive with respect to the

club filter on @. That is S intersects every club in «



Snein
Fact —sn@cnd)

m If Sis a stationary set on @ and Cis a club on a, then

Sn Cis stationary on « L et J((Hﬂv

m If N C « is non-stationary, then @\ N contains a club

m If Sis stationary on a uncountable regular cardinal «, then

card S =« Ao H“ ?w}
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Stationary sets

Definition Fe

Let « be a regular cardinal. A filter F on « is normal if for
——TTT

every function f: k — k that is regressive on a positive set X,

le. f{&) <& for & € X, then fis constant on a positive set.
ey
X 1 K;cl‘tfvﬁ\{ amq{‘ﬂ/ sﬁ.

1
GS&, g s v
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Stationary sets

Lemma
Let k be regular and F be a filter on k. The following are
equivalent.

H F is normal

B Fis closed under diagonal intersection, i.e. Ay (A: € F

for every sequence (A; : ¢ < k) of elements in F.



normal & closed under diagonal in- % ‘
tersection i ’;‘7 ?o’h“\{ K¢ k oond ﬂL\ W
rhX oSy <o
=) Z}e CZ?Q 1(1 v fex
- wo‘%f\»{ Yex ¢t fmw —{w {ey
e %"F,(ﬂk) JN&M

A sivme C&F Then C Pnr;‘t\'\& LQJL Y‘S”: )’ ‘;dk }%”):?} C&( Q)

Ilck At’f“,:}t A= them ACl 0 CEF ""“J

. Asae \(, 2 et me Ylen
G4 wee] Fgen ar o ~
Fovvedn L 6T, Lot G, bethe leud 51, &k (s, M2ee[ ot ¥oa 31/17;
2 {, X a yopyest T -
'S ¢ mw‘m w O Lef %; O \2 -
Yo v pstie DET omd ek sk, el * r
S Copoat ued Then ke
20 DN Ly :¢ Hf% .
poee G Yo 2 fo Fen, v
ey -

oAU 2 by JeX,
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Stationary sets

Corollary

For each regular «, the club filter on « is normal.



Stationary sets

Definition

Let ¥ be an uncountable regular cardinal, A < k. Define

E’j:{a/</<|cfcy:/l}



Stationary sets

Definition

Let ¥ be an uncountable regular cardinal, A < k. Define

E’j:{a/</<|cfcy:/l}

Fact

m £ is stationary



Stationary sets

Definition

Let ¥ be an uncountable regular cardinal, A < k. Define

E’j:{a/</<|cfcy:/l}

Fact

e
m £ is stationary B, G

m If k > N5, then the club filter on « is not an ultrafilter
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Stationary sets
>
Z

Lemma
Let x be an uncountable regular cardinal and A < «. Every

stationary subset of E is the union of « disjoint stationary sets.
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Stationary sets

Lemma
Let x be an uncountable regular cardinal and A < «. Every

stationary subset of EY is the union of « disjoint stationary sets.



(e E'{ is the union of « disjoint station-

ary sets
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Stationary sets

E: o elab iw(—&u own W,
T EF 5 sty on
Let x be an uncountable regular cardinal. The club filter on «

Corollary

is not an ultrafilter
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Stationary sets

Theorem (Solovay)

Let ¥ be an uncountable regular cardinal. Every stationary

subset of « is the union of « disjoint stationary sets.
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Stationary sets

Fact

FixDs:{a<K|cfa<cx}, D,:{a</<|cfa:a}, and Sis a
‘a\qs uz%u_);ﬂ—vguwg
$nD,), Tha D,M“-(w)r\j

. . . PO
m Either SN Ds or SN D, is stationary =~ & \ ~

stationary set. Then C- w

<‘{¢-¢J‘~\\7

m If SN D is stationary, then SN D, can be split into «

many stationary sets S
bl s el tan S e s aed stet S (ot

o% Nootoated On g?\,[‘**6<> ‘Jr“v\) vo gmgg;


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang


Ruizhi Yang



Stationary sets

Fact
Fix Dsz{a<l<|cfa<a}, D,:{a</<|cfa:a}, and Sis a
stationary set. Then

m Either SN D or SN D, is stationary

m If SN D is stationary, then SN D, can be split into «

many stationary sets



Stationary sets

Thus, it is left to consider the case when SN D, is stationary



Stationary sets

Thus, it is left to consider the case when SN D, is stationary

Lemma
Kk is an uncountable regular cardinal. Let S be a stationary

subset of x, and S c D,. Then the set
T= {a € S| SN a is not stationary in af}

is stationary in «



T=
{a € Sl SN is not stationary in a}
is stationary
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T Chg et

Let o e e leewrt Tacln g
Chae d6CT Cna s ek 1nd
S, clna= cean) )

Bue (Cndf 0 (§as) =
L Ak et ]
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Now it is left to show that:
T can be split into k many station-

ary sets
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Next on Set Theory

Some small large cardinals



Exercise

1. Show that ([Tx i) = [Te/()
2. Let k be a uncountable regular cardinal. Show that if S C

is unbounded, then § is a club in «

3. (*) Let S C w; be stationary, and let @ < w;. Show that S

has a closed subset of order type a + 1
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