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前情提要

语法的算术化：哥德尔编码

我们证明了在哥德尔编码下，下列集合/关系/函数是可表
示的

变元、项、原子公式、合式公式

替换、自由出现、闭语句、可替换

逻辑公理、证明

“可证”是递归可枚举的
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我们已经知道如何用算术语言表达“n（所编码的公式）可
证”：

bwbQ(n)

现在我们希望说：

我不可证
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不动点引理

引理 (不动点引理)
任给公式 β(v1)，其中至多有变元 v1 自由出现，我们可以

能行地找到一个闭语句 σ，使得

Q ⊢ σ↔ β(#σ)
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不动点引理

Proof.

函数 f(n) = #n 是递归的

函数 g(m, n) = Sb(m, 21, f(n)) 是递归的
特别地：g(#α, n) = #(αv1

n )

令 θ(v1, v2, v3) 表示 g：对任意 m, n ∈ N

Q ⊢ ∀v3
[
θ(m, n, v3)↔ v3 = g(m, n)

]
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不动点引理

Proof.

令 τ(v1) =df “β(g(v1, v1))
′′= ∀v3

[
θ(v1, v1, v3)→ β(v3)

]
则对任意公式 α(v1)：

Q ⊢ τ(#α)↔ β(#α(#α))

特别地 Q ⊢ τ(#τ)↔ β(#τ(#τ))
令 σ =df τ(#τ)，则 #σ = #τ(#τ)，#σ = #τ(#τ)
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塔斯基定理

定理 (塔斯基真不可定义)
集合 #ThN 在结构 N 中不可定义

Proof.
假设 β(v1) 定义了 #ThN。令 σ 是 ¬β 的不动点：

Q ⊢ σ↔ ¬β(#σ)

σ 似乎在说：“我是假的”
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塔斯基定理：如果 T 是一个可公理化的真的算术理论
（T ⊆ ThN），那么 T 是不完全的

哥德尔不完全性定理原始版本：如果 T ⊇ Q 是一个ω
一致的理论，那么 T 是不完全的

哥德尔不完全性定理罗瑟改进版：如果 T ⊇ Q 是一
个一致的理论，那么 T 是不完全的
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ω 一致与不完全性定理

定义 (ω 一致，ω-consistency)
令 T 是一个 Lar 理论，我们称 T 是ω 不一致的，当且仅当
存在一个 Lar 公式 φ(x)，使得 T ⊢ ∃xφ(x)，但对每个
n ∈ N，T ⊢ ¬φ(n)
我们称 T 是 ω 一致的，当且仅当它不是 ω 不一致的
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ω 一致与不完全性定理

如果 T ⊆ ThN，那么 T 是 ω 一致的

如果 T 是 ω 一致的，那么 T 就是一致的

ω 一致不是纯粹语法概念，不能用一阶算术语言表达

假设哥德尔第二不完全性定理成立且 PA 一致，那么
PA + ¬Con(PA) 是一致的，但不是 ω 一致的
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ω 一致与不完全性定理

定理 (哥德尔第一不完全性定理，原始版)
令 T ⊇ Q 是可公理化的，如果 T 是 ω 一致的，那么 T 是
不完全的
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ω 一致与不完全性定理

Proof.

由于 T 是可公理化的，“y 编码了一个对 ♮e(x) 的 T 证
明”是可表示的。令 bewT(y, x) 在 T 中表示该关系。
令 bwbT(x) =df ∃y bewT(y, x)。

对 ¬ bwbT 用不动点引理找到 σ：

T ⊢ σ→ ¬ bwbT(#σ)

σ 好像是说“我在 T 中不可证””
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ω 一致与不完全性定理

由 T 是 ω 一致的，推得 σ 是独立于 T 的：

若 T ⊢ σ：
则 T ⊢ bwbT(#σ)，则 T ⊢ ¬σ

若 T ⊢ ¬σ：
则 T ⊢ ∃y bewT(y,#σ)
则存在 n ∈ N，T 0 ¬ bewT(n,#σ) [由 ω 一致]
故 T ⊢ σ
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罗瑟的改进

定理 (哥德尔第一不完全性定理，罗瑟（Rosser）

版)
令 T ⊇ Q 是可公理化的。如果 T 是一致的，那么 T 是不
完全的
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罗瑟的改进

Proof.

令 provT(x) 为

∃y
[
bewT(y, x) ∧ (∀z < y)¬ bewT(z, ¬̇x)

]

令 σ 是 ¬ prov 的不动点

证明 T ⊢ σ、T ⊢ ¬σ 都不可能
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习题： 9.4
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